Alcuni esercizi sulle equazioni differenziali
(Le soluzioni sono alla fine)

Calcolo dell’integrale generale
Per ciascuna delle seguenti equazioni differenziali calcolare I'insieme
di tutte le possibili soluzioni. Fare inoltre la verifica, sostituendo la
soluzione cercata nella equazione e verificando che I’equazione stessa e
sodisfatta.
Ad esempio, per I'equazione

v +3y==6
le soluzioni sono y(x) = C'e™3* + 2. La verifica consiste nel sostituire
y= Ce3*+2 (dacuiy = —3C e 3®) nella equazione ricavando

—3Ce ™ +3(Ce®+2)=6

Equazioni lineari del primo ordine
e KO ¢ —2y=38

e El ¢y —x2y=0

1
e 2 ¢ ——y=0
x

1
e B3 ¢y +—y=2

x

, 1

e B4 '+ —y=3x

x
e E5 ¢ —uay=2x
e E6 4 + 5y = 26sinx
e E7 o + 5y = 26cosx
e B8 3y —Ty= 8"
e B9 1 +8y=06e*

Equazioni linear: del secondo ordine omogenee
e F0O ¢ —2y —3y=0
e Fl ¢y +4y=0
e F2 ¢ —2y =0
e F3 ¢ =2y +y=0



e 4 ' +2y+y=0
o 5 ' —4y +5y =0
e F6 ¢ +2y+2y=0
o F7 4 +9y=0

e F8 ¢ -3y +2y=20
o F9 ' +3y+2y=0

Equaziont lineari del secondo ordine non omogenee

e FON ¢"—2¢y —3y=6

o FIN o' +4y=4

e F2N ¢ —2¢y/ =2

e 3N ' =2y +y=z

e FAN 4" 42y +y = —3cos(2x) — 4sin(2x)
e F5N ¢ — 4y + 5y =10

e F6N " + 2y + 2y = 4cos(2x) — 2sin(27)
e F7TN y" + 9y = 6cos(3x)

o I8N ¢ — 3y + 2y = 2e3®

e FON 4" +3y +2y=e"



Problemi ai valori iniziali
Per ciascuno dei seguenti problemi calcolare I’ unica soluzione che
sodisfa sia I’equazione sia le condizioni iniziali. Fare la verifica, sos-
tituendo la soluzione cercata nella equazione e nelle condizioni iniziali
e verificando che entrambe sono sodisfatte.
Ad esempio, per il problema

v +3y==56 con y(0)=4

la soluzione ¢ y(xr) = 2e73* + 2. La verifica consiste nel sostituire
y=2e % +2 (dacuiy = —6e ") nella equazione ricavando

—6e ¥ +3(2e¥ +2)=6
e nel sostituire y = 2e73* + 2 nella condizione iniziale ricavando
y(0) =2+2=4.

Fatto questo, eseguire il calcolo finale richiesto (che dovrebbe dare un
risultato intero). Nell’esempio sopra riportato, se viene richiesto Al-
lora In(y(2) — 2) — In(2) wvale: bisognera calcolare In(2e¢7%) — In(2) =
In(e=%) = —6, che sara la risposta finale. In alcuni casi, la risposta fi-
nale potrebbe essere ottenibile anche senza calcolare la soluzione y(z).
Vediamo se trovate quali sono questi casi...

Equazioni lineari del primo ordine

e EOP Sia y(x) la soluzione di y' — 2y = 8 con y(0) = 0. Allora
In <W> vale:

e E1P Sia y(x) la soluzione di ¢y’ — xy = 0 con y(0) = 1. Allora
21n(y(3)) vale:

1
e 2P Sia y(x) la soluzione di 4/ — —y = 0 con y(1) = 2. Allora
x
y(2) vale:

1
e E3P Sia y(z) la soluzione di ¥’ + —y = 2 con y(1) = 3. Allora
T

2y(4) vale:
1
e E4P Sia y(x) la soluzione di y'+—y = 3z con y(1) = 5. Allora
x
2y(2) vale:
e E5P  Sia y(x) la soluzione di vy — zy = 2z con y(0) = —1.

Allora In(y(2) + 2) vale:

e E6P Sia y(x) la soluzione di 3 + 5y = 26sinz con y(0) = —1.
Allora y(m) vale:



e E7P Sia y(z) la soluzione di 4y + 5y = 26cosz con y(0) = 6.
Allora y/(0) vale:

e E8P Sia y(z) la soluzione di ¥ — Ty = —8¢** con y(0) = 3.
Allora y'(0) — y(0) vale:

e E9P Sia y(z) la soluzione di y' + 8y = 672 con y(0) = 3.
Allora y/(0) 4 8y(0) vale:

Equazioni linear: del secondo ordine omogenee

e FOP Sia y(z) la soluzione di ¢y — 2y’ — 3y =0 con y(0) =1 e
y'(0) = —1. Allora In(y(3)) vale:

e F1P Sia y(x) la soluzione di ¢y + 4y = 0 con y(0) = 1 e
y’(O) = 4. Allora y(Tr) vale:

e 2P Sia y(x) la soluzione di y” — 2y = 0 con y(0) = 3 e
y'(0) = 2. Allora In(y/(1)) — In(2) vale:

e 3P Sia y(x) la soluzione di y” — 2y’ +y = 0 con y(0) =0 e
y'(0) = 1/e. Allora 3(y(1)) vale:

e F4P Sia y(x) la soluzione di y” + 2y’ +y = 0 con y(0) =2 e
y'(0) = —3. Allora 5In(y(1)) vale:

e 5P Sia y(z) la soluzione di ¢y — 4y’ 4+ 5y = 0 con y(0) =1 e
y'(0) = 2. Allora y(m)y(—m) vale:

e F6P Sia y(z) la soluzione di y" + 2y’ + 2y = 0 con y(0) =0 e
y'(0) = 1. Allora y"(w/4)/y(7/4) vale:

e 7P Sia y(x) la soluzione di ¥ + 9y = 0 con y(0) = 1 e
y'(0) = 0. Allora 2y(27) + y(7) vale:

e F8P Sia y(x) la soluzione di 4" — 3y’ +2y =0 con y(0) =1 e
y'(0) = 2. Allora y(1) — (y(1/2))? vale:

e FO9P Sia y(x) la soluzione di " + 3y + 2y = 0 y(0) = 3 e
y'(0) = —6. Allora y(2)y(—2) vale:



Equazioni lineari del secondo ordine non omogenee

e F0Q Sia y(z) la soluzione di y” — 2y’ — 3y = 6 con y(0) = —2
e y/'(0) = 0. Allora 2y(3) vale:

e '1Q Sia y(x) la soluzione di y" + 4y = 4 con y(0) = 3 e
y'(0) = 0. Allora y(7/2) vale:

e 2QQ Sia y(x) la soluzione di y” — 2y = 2 con y(0) = 1 e
y'(0) = —1. Allora y(2) vale:

e '3Q) Sia y(x) la soluzione di ¢y — 2y +y =z con y(0) =2 e
y'(0) = 1. Allora y(1) vale:

e F4Q Sia y(z) la soluzione di y" + 2y + y = —3cos(2x) —
4sin(2x) con y(0) =1 e /(0) = 0. Allora 2y(3) vale:

e '5Q Sia y(z) la soluzione di y” — 4y’ + 5y = 10 con y(0) = 2
e ' (0) = 0. Allora 2y(7m/4) vale:

e '6Q Siay(z) lasoluzione di y”+2y'+2y = 4cos(22)—2sin(2x)
con y(0) =0 e y'(0) = 2. Allora 2y(5m/4) vale:

e F'7Q Sia y(z) la soluzione di y” 4+ 9y = 6cos(3z) con y(0) =0
e y'(0) = —3. Allora y(1) vale:

e F8Q Sia y(x) la soluzione di y” — 3y’ + 2y = 2¢3* con y(0) = 3
e y'(0) = 6. Allora y”(0) vale:

e F9Q Sia y(z) la soluzione di " 4+ 3y’ + 2y = ¢ * con y(0) =0
e y/'(0) = 1. Allora y(3)y(—3) vale:



SOLUZIONT (sperando che siano tutte giuste: sono 60...)

Equaziont lineari del primo ordine

e B0 y(z)=Ce*—4

e E1 y(x)=Ce"/?

e E2 y(z)=Cux

e B3 y(z)=—+z

o B4 y(x)= ; + 2?

e E5 y(z)=Ce"/2—2

e E6 y(x) = Ce " + bsinz — cosx
e E7 y(z) = Ce ™ + sinx + Seosx
o B8 y(z)=Ce™ + 23

e B9 y(z)=Ce " e

e IO y(x)
o 'l y(x)
e 2 y(x)
o '3 y(x)
o F'4 y(x)=Cre®+Chxe™
o 5 y(x)=e**(Cy cosz + Cysinz)
e 6 y(z) =e*(Cy cosz + Cysinx)
e 7 y(x) = C cos(3x) + Cy sin(3x)
o '8 y(z)
e 9 y(x)

Equazioni lineari del secondo ordine non omogenee

e FON y(x) =C1e3* + Coe ™ —2
e FIN y(z) = C cos(2x) + Cy sin(2z) + 1



e 2N y(z)=Cie® +Cy—x

e 3N y(z)=C1e"+Coze® +a+2

o FAN y(x) =Cre ™ +Coxe ™ 4 cos(2x)

e F5N  y(x) = e*(C) cosx + Cysinx) + 2

e F'6N y(z) = e *(Cy cosz + Cysinx) + sin(2z)

o 7N y(z) = C} cos(3x) + Cy sin(3z) + x sin(3z)
e F8N y(z) = Cre® + Cye® + ¥

e FON y(z)=Cre "+ Che 2 +ge™

Problemi ai valori iniziali

Problemi per equazioni lineari del primo ordine

e EOP y(x) =4¢€* — 4. Quindi il risultato ¢ 4.
e EIP y(z) = ¢**/2. Quindi il risultato & 9.
o E2P y(x)

()

o F3P 1y

4
e E4P y(z) = — + 2*. Quindi il risultato & 12.
x
e E5P  y(x) = ¢**/? — 2. Quindi il risultato & 2.
e E6P y(x) = 5sinz — cosz. Quindi il risultato e 1.

e ETP  y(x) = 75 +sinz + 5Scosr. Quindi il risultato ¢ -4. No-
tare che, senza calcolare esplicitamente la y(x), dalla equazione
calcolata in 0 si ha y'(0) 4+ 5y(0) = 26 cos(0). Sapendo che y(0)
vale 6 si ricava y'(0) = 26 — 30 = —4.... Perché mi sembra di
sentire dei muggiti di sorpresa?

e E8P y(z) = €™ + 2¢**. Quindi il risultato ¢ 10. Anche qui
non era necessario, per arrivare al risultato, calcolare la y(x).
Dalla equazione, e dalla condizione y(0) = 3 si ricava infatti
y'(0) — 21 = —8 che fornisce subito y'(0) = 13.

e EOP y(x) =278 + 72", Quindi il risultato ¢ 6. Questo era
quasi un insulto alla intelligenza. Infatti ’equazione mi dice che
y'(x) + 8y(z) fa sempre 6 e2%. In particolare, per x = 0, fa 6.
Muggiti di disappunto...



Problemi per equazioni lineari del secondo ordine omogenee

e FOP
e 1P
e 2P

e 3P

e 4P
e 5P
e F6P
e F'7P
o 8P
e FOP

= €2 + 2. Quindi il risultato vale 2.

xe’ N
= . Quindi il risultato vale 3.

= e *sinx. Quindi il risultato vale -2.
= cos(3z). Quindi il risultato vale 1.
2 Quindi il risultato vale 0.

e
= 3e~2*. Quindi il risultato vale 9.

Problemi per equazioni lineari del secondo ordine non omogenee

e FOQ
e F1Q
o 2Q)
e F3Q)
e F4Q)
e F5Q)
e F6Q
e F7Q)
e F8Q

y(x) = —2. Quindi il risultato vale -4.

y(x) = 2cos(2z) + 1. Quindi il risultato vale -1.

y(r) =1 — x. Quindi il risultato vale -1.

y(x) = z + 2. Quindi il risultato vale 3.

y(x) = cos(2x). Quindi il risultato vale 2.

y(x) = 2. Quindi il risultato vale 4.

y(x) = sin(2z). Quindi il risultato vale 2.

y(x) = —sin(3z) + zsin(3z). Quindi il risultato vale 0.

y(z) = e® + e** + 3. Quindi il risultato vale 14. Si noti

che I'equazione calcolata in zero fornisce y”(0)—3y'(0)+2y(0) =
2. Usando y(0) = 3 e ¢'(0) = 6 si ottiene y"(0) =2+ 3 x 6 —
2x3=14.

e FOQ)

y(x) = ze~*. Quindi il risultato vale -9.



