Richiami di Algebra Lineare

e Spazi vettoriali lineari su R: Uno spazio vettoriale lineare su R & un
insieme V' nel quale sono definite due operazioni: una somma, e un
prodotto per uno scalare.

@ la somma & commutativa (u+v =v+u Vu,v € V) e associativa
(u+v)+w=uv+(v+w) Vuv,weV).

@ esiste in V un elemento (che indichiamo naturalmente con “0") tale
che0+v=v VveV

@ per ogni v € V esiste in V il suo opposto (che indichiamo con “—v")
cioé un elemento di V tale che v+ (—v) =0

26 ottobre 2020 1/27



Richiami di Algebra Lineare

e Spazi vettoriali lineari su R: Uno spazio vettoriale lineare su R & un
insieme V' nel quale sono definite due operazioni: una somma, e un
prodotto per uno scalare.

@ la somma & commutativa (u+v =v+u Vu,v € V) e associativa
(u+v)+w=uv+(v+w) Vuv,weV).

@ esiste in V un elemento (che indichiamo naturalmente con “0") tale
che0+v=v VveV

@ per ogni v € V esiste in V il suo opposto (che indichiamo con “—v")
cioé un elemento di V tale che v+ (—v) =0

Il prodotto per uno scalare & una applicazione che ad ogni coppia («, v)
con a € R e v € V associa un altro elemento di V (di solito indicato con
av). Si richiede che

o (a+p)v=av+pv Vo, ERVVveV

e a(v+w)=av+aw YaeRVv,weV

e a(fv) = (af)v Va,BeRVveV

elv=v VYVveV
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V in R & detta essere lineare se

e Applicazioni lineari: Sia V uno spazio vettoriale. Una applicazione ¢ da

Vu,ve VVa, fe€Rsihallau+ pv)=al(u)+ pl(v).
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V in R & detta essere lineare se

e Applicazioni lineari: Sia V uno spazio vettoriale. Una applicazione ¢ da

Vu,veVVa, B€Rsihal(au+ pv)=al(u)+ Bv).

Se V' & uno spazio di funzioni le applicazioni da V in R sono chiamate
funzionali, e se sono lineari funzionali lineari
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Applicazioni lineari e bilineari; funzionali

e Applicazioni lineari: Sia V uno spazio vettoriale. Una applicazione ¢ da
V in R e detta essere lineare se

Vu,ve VVa, fe€Rsihallau+ pv)=al(u)+ pl(v).

Se V & uno spazio di funzioni le applicazioni da V in R sono chiamate
funzionali, e se sono lineari funzionali lineari

e Applicazioni bilineari: Una applicazione ada V x V in R & detta essere
bilineare se

Yu,v,we VVa, f€Rsiha alau+ v, w) = aa(u, w) + Sa(v, w)
Yu,v,we VVa, f€Rsiha (u,av + fw) = aa(u, v) + Ba(u, w)

(ciog, in pratica, se € lineare in ciascuno dei suoi due argomenti).
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Sono spazi vettoriali in cui & definita una norma (misura), ciog una
° |vlv=0

applicazione V — R™ (indicata con || - ||\/) che ha le seguenti proprieta
lvly =0 <= v=0 VYveV
° [lavlly = laf vy

YVaoeR VvevVv
o [[vi +wlv <[vilv+|wvlv Yvi,veV
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Spazi vettoriali normati

Sono spazi vettoriali in cui & definita una norma (misura), cioé una

applicazione V — R* (indicata con || - ||\/) che ha le seguenti proprieta:

o |vjy>0 |v[jly=0<=v=0 VveV
o [av|lv =|of|lv] YVaeR VveV
o |lvi +wv < |villv + |v]lv Vvi,va € V

1/2
Esempi: In R" I'applicazione x — [|x||2 := (27:1 X,2) € una norma

(norma euclidea= lunghezza del vettore x).
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Spazi vettoriali normati

Sono spazi vettoriali in cui & definita una norma (misura), cioé una

applicazione V — R* (indicata con || - ||\/) che ha le seguenti proprieta:
o |vjy>0 |v[jly=0<=v=0 VveV
o [av|lv =|of|lv] YVaeR VveV

o [vi+wvelv < |vlv+vly Yvi,veV

1/2
Esempi: In R" I'applicazione x — [|x||2 := (27:1 X,2) € una norma
(norma euclidea= lunghezza del vettore x).
L'applicazione x — ||X||oo 1= max |x;| & un’altra norma (componente piu
i=1,..,n

grossa in valore assoluto).

26 ottobre 2020 3/27



Spazi vettoriali normati

Sono spazi vettoriali in cui & definita una norma (misura), cioé una

applicazione V — R* (indicata con || - ||\/) che ha le seguenti proprieta:
o |vjy>0 |v[jly=0<=v=0 VveV
o [av|lv =|of|lv] YVaeR VveV

o |lvi +wv < |villv + |v]lv Vvi,va € V
1/2
Esempi: In R" I'applicazione x — [|x||2 := (27:1 X,2) € una norma
(norma euclidea= lunghezza del vettore x).
L'applicazione x — ||X||oo 1= max |x;| & un’altra norma (componente piu
i=1,..,n

grossa in valore assoluto).
Se V & uno spazio di funzioni, ad es. V = C°([a, b]), le norme analoghe
sono

e et~ o = ( [ rorax)”

fe CO([a, b]) = ||f]lec := max_|f(x)|.
x€[a,b]
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V spazio vettoriale: il prodotto scalare & una applicazione bilineare:
V x V — R, indicato con (-, )y, con le seguenti proprieta:
@ simmetria: Vv, w € V

(vyw)y = (w,v)y

e coercivita: (v,v)y >0 VYveVe(v,v)y=0&v=0
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V spazio vettoriale: il prodotto scalare & una applicazione bilineare:
V x V — R, indicato con (-, )y, con le seguenti proprieta:
@ simmetria: Vv, w € V

(V, W)V = (W’ V)V
e coercivita: (v,v)y >0 VYveVe(v,v)y=0&v=0
Al prodotto scalare si associa una norma, definita da

il = (v.vv)
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Prodotto scalare

V spazio vettoriale: il prodotto scalare & una applicazione bilineare:

V x V — R, indicato con (-, )y, con le seguenti proprieta:
@ simmetria: Vv,w € V (v,w)y = (w,v)y
e coercivita: (v,v)y >0 VYveVe(v,v)y=0v=0

Al prodotto scalare si associa una norma, definita da

il = (v.vv)

Esempi: Se X e Y sono due vettori:

(X, YY)y =X1Y1 + Xo Yo, IX[I% = (X, X)
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Prodotto scalare

V spazio vettoriale: il prodotto scalare & una applicazione bilineare:
V x V — R, indicato con (-, )y, con le seguenti proprieta:

@ simmetria: Vv,w € V (v,w)y = (w,v)y
e coercivita: (v,v)y >0 VYveVe(v,v)y=0v=0

Al prodotto scalare si associa una norma, definita da

il = (v.vv)

Esempi: Se X e Y sono due vettori:
(X, Y)v=XiV1+ XY, X[} = (X, X)

Se V & uno spazio di funzioni, ad es. V = C%(Q), (R c RY,d =1,2,3):

(f,g)vz/ﬂfgdxdy Tk =/Qrf|2dxdy
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Sia V' uno spazio vettoriale con prodotto scalare e norma associata. Vale
la seguente disuguaglianza, detta di Cauchy-Schwarz:

((vow)vl < viviwly Yv,weV
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Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

Sia V uno spazio vettoriale con prodotto scalare e norma associata. Vale
la seguente disuguaglianza, detta di Cauchy-Schwarz:

(v, w)v| < |vlvIwlly Yv,weV
Dimostrazione.

Siano v, w due qualunque funzioni € V e sia t € R. Ovviamente si ha che
tv—w € Veche |tv—wl|} >0
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Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

Sia V uno spazio vettoriale con prodotto scalare e norma associata. Vale
la seguente disuguaglianza, detta di Cauchy-Schwarz:

(v, w)v| < |vlvIwlly Yv,weV
Dimostrazione.

Siano v, w due qualunque funzioni € V e sia t € R. Ovviamente si ha che
tv—w € V eche |[tv — w|}, > 0. Sviluppando il quadrato si ha:

Itv — wlly, = 2lIvIy — 2t(v,w)y + [wlf}, >0

g(t)
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Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

Sia V uno spazio vettoriale con prodotto scalare e norma associata. Vale
la seguente disuguaglianza, detta di Cauchy-Schwarz:

(v, w)v| <|lviviwlv Yv,weV

Dimostrazione.
Siano v, w due qualunque funzioni € V e sia t € R. Ovviamente si ha che
tv—w € V eche |[tv — w|}, > 0. Sviluppando il quadrato si ha:

Itv — wlly, = 2lIvIy — 2t(v,w)y + [wlf}, >0

g(t)

L'equazione (di secondo grado in t) g(t) = 0 non pud avere radici reali
distinte (essendo la parabola g(t) non negativa), quindi il discriminante &
<0:
2 2 2
Av,w)y —4llvivwlyv <0
da cui il risultato.
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e Continuita di funzionali lineari:

Sia V uno spazio vettoriale normato, e sia £ un funzionale lineare su V
Diciamo che ¢ & continuo da V in R se

M > Otale che |¢(v)| < M|v|ly Vve V.
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Continuita di funzionali lineari e forme bilineari

e Continuita di funzionali lineari:

Sia V uno spazio vettoriale normato, e sia £ un funzionale lineare su V.
Diciamo che ¢ & continuo da V in R se

dM > Otale che [{(v)| < M||v|y Vv e V.

e Continuita di forme bilineari:
Sia V' uno spazio vettoriale normato, e sia a(+, ) una forma bilineare su V.
Diciamo che a & continua se

dM > Otale che |a(u,v)| < M||u|lv|v]ly VYu,veV.
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Introduzione alle formulazioni variazionali

Poiche una parte ellittica € sempre presente nei problemi ai limiti per
equazioni alle derivate parziali del secondo ordine (siano essi ellittici,
parabolici o iperbolici), ci occuperemo ora di problemi ellittici, e

introdurremo la loro formulazione variazionale (detta anche debole).
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Introduzione alle formulazioni variazionali

Poiche una parte ellittica € sempre presente nei problemi ai limiti per
equazioni alle derivate parziali del secondo ordine (siano essi ellittici,
parabolici o iperbolici), ci occuperemo ora di problemi ellittici, e
introdurremo la loro formulazione variazionale (detta anche debole).
Tipico esempio: I'operatore di Laplace A, e I'equazione corrispondente

sara del tipo: data f trovare u tale che Au = f in un dominio Q C R?.
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Introduzione alle formulazioni variazionali

Poiche una parte ellittica € sempre presente nei problemi ai limiti per
equazioni alle derivate parziali del secondo ordine (siano essi ellittici,
parabolici o iperbolici), ci occuperemo ora di problemi ellittici, e
introdurremo la loro formulazione variazionale (detta anche debole).
Tipico esempio: I'operatore di Laplace A, e I'equazione corrispondente
sara del tipo: data f trovare u tale che Au = f in un dominio Q C R?.
All'equazione differenziale vanno aggiunte condizioni ai limiti sul bordo di
Q: T = 0. Queste possono essere di vari tipi:

e u=gsul, detta Condizione ai limiti di Dirichlet (omogenea se

g = 0), in cui si assegna il valore che u deve avere su I'.

Jdu . e
° o, =& su I, detta Condizione ai limiti di Neumann (omogenea se
n

g = 0) in cui si assegna la derivata normale uscente che u deve avere
su I (“assegnare il flusso uscente”: Yu-n=g)
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e u=gsul, detta Condizione ai limiti di Dirichlet (omogenea se
g = 0), in cui si assegna il valore che u deve avere su I'.

on

= g su I, detta Condizione ai limiti di Neumann (omogenea se

g = 0) in cui si assegna la derivata normale uscente che u deve avere
su [ (“assegnare il flusso uscente”: Vu-n=g)

it
it
v
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Condizioni ai limiti

° su I, detta Condizione ai limiti di Dirichlet (omogenea se

u=g
g = 0), in cui si assegna il valore che u deve avere su I

ou . e
° 5, =&su I, detta Condizione ai limiti di Neumann (omogenea se
n

g = 0) in cui si assegna la derivata normale uscente che u deve avere
su I (“assegnare il flusso uscente”: Vu-n = g)

Ma spesso la frontiera I viene suddivisa in due parti: Q2 =Tp Uy con
'p NIy =0 e siassegnano due funzioni gp e gy richiedendo che

eu=gpsulp,e n = gy su 'y Condizioni ai limiti miste
n

Dirichlet/Neumann (omogenee se gp = 0 e gy = 0).
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Per semplicita prendiamo condizioni ai limiti omogenee.

(ES1) {_A” =f

in QcCR?
u=20

su =02

condizioni di Dirichlet
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Per semplicita prendiamo condizioni ai limiti omogenee.

wsn{_A”:f

in QcCR?
u=20 su =02 condizioni di Dirichlet
—Au+u=fFf in QCR?
ES?2
( ) @ =0 su T
on

condizioni di Neumann
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—Au+u=f in QcR?

(ES3) u=20 su Ip condizioni miste Dirichlet
0
8—5 =0 su Ty /Neumann
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—Autu="f in QcR?
(ES3) u=20 su Ip condizioni miste Dirichlet
% =0 su Ty /Neumann
Esempio di problema a coefficienti variabili
—div(k(x)Vu) +v(x)u=f in QcCR?
(ES4) u=0

su FD
k(x)Vu-n=0

condizioni miste Dirichlet
su Ty /Neumann
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(ES1)

RN

in Q C R?,

u=0 sul
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Formulazione variazionale del Problema ES1

(ES1) —Au=f inQCR? u=0 sul

Il procedimento € sempre lo stesso: si moltiplica |I'equazione per una
funzione v “regolare” e si integra su Q:

/—Auv_/ fv Vv (funzione test “regolare”)
Q Q

Poi si integra per parti il termine a sinistra usando le formule di
Gauss-Green:

P
/Auv = /Vu-Vv / ,—uv sempre Vv “regolare”.
Ja Ja Jaq On
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(ES1) —Au=f inQcCR?

u=0 sul
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(ES1) —Au=f inQCR? u=0 sul

' ' " Ou
/ —Auv = / Yu-Vv— — v sempre Vv ‘“regolare”.
JQ JQ oq On

La condizione ai limiti ujsq = 0 non da alcuna informazione su %, eva

imposta forzatamente. Inoltre & possibile annullare il fastidioso integrale di
bordo scegliendo funzioni test che siano nulle sul bordo, cice v = 0 su 012,
come la soluzione che cerchiamo.
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(ES1) —Au=f inQCR? u=0 sul

' ' " Ou
/ —Auv = / Yu-Vv— — v sempre Vv ‘“regolare”.
JQ JQ oq On

La condizione ai limiti ujsq = 0 non da alcuna informazione su %, eva

imposta forzatamente. Inoltre & possibile annullare il fastidioso integrale di
bordo scegliendo funzioni test che siano nulle sul bordo, cice v = 0 su 012,
come la soluzione che cerchiamo.

Si ottiene:

trovare u “regolare” con u = 0 su 02 tale che

(PV)1 . .
Vu-Vv = fv Vv "regolare” con v =0 su 99
Q Q
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Cosa serve come regolarita? Grosso modo serve che la soluzione u, le
funzioni test v, e il dato f siano tali che i due integrali siano finiti.
Serve quindi che il prodotto fv sia integrabile, e che pure il prodotto
Yu - Vv sia integrabile.
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Cosa serve come regolarita? Grosso modo serve che la soluzione u, le
funzioni test v, e il dato f siano tali che i due integrali siano finiti.
Serve quindi che il prodotto fv sia integrabile, e che pure il prodotto
Yu - Vv sia integrabile.

Spazi di funzioni che servono (e useremo spesso):

[2(Q) :={v:Q — R tali che /QVQdXdy <400} (L7
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Cosa serve come regolarita? Grosso modo serve che la soluzione u, le
funzioni test v, e il dato f siano tali che i due integrali siano finiti.
Serve quindi che il prodotto fv sia integrabile, e che pure il prodotto
Yu - Vv sia integrabile.

Spazi di funzioni che servono (e useremo spesso):

[2(Q) :={v:Q — R tali che /szdxdy <400} (L7

HY(Q)={v:Q = Rtc / v <+oo,/ IVv|]? < 400} (HY)
Q JQ
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Cosa serve come regolarita? Grosso modo serve che la soluzione u, le
funzioni test v, e il dato f siano tali che i due integrali siano finiti.
Serve quindi che il prodotto fv sia integrabile, e che pure il prodotto
Yu - Vv sia integrabile.

Spazi di funzioni che servono (e useremo spesso):

[2(Q) :={v:Q — R tali che /QVQdXdy <400} (L7

HY(Q)={v:Q = Rtc / v <+oc,/ IVv|]? < 400} (HY)
Q JQ

={v:QoRtc vel2(Q),Yve [2(Q]}

26 ottobre 2020 13 /27



Cosa serve come regolarita? Grosso modo serve che la soluzione u, le
funzioni test v, e il dato f siano tali che i due integrali siano finiti.
Serve quindi che il prodotto fv sia integrabile, e che pure il prodotto
Yu - Vv sia integrabile.

Spazi di funzioni che servono (e useremo spesso):

[2(Q) :={v:Q — R tali che /szdxdy <400} (L7

1 = {y C. IV2 o0 i V2 o0 !
HYQ) = {v:Q >Rt /Q <+ ,/QIV <+oo}  (H)
={v:QoRtc vel2(Q),Yve [2(Q]}

H} Q) ={v:Q—=Rtc ve H(Q), ev=0suT} (HY)
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Cosa serve come regolarita? Grosso modo serve che la soluzione u, le
funzioni test v, e il dato f siano tali che i due integrali siano finiti.
Serve quindi che il prodotto fv sia integrabile, e che pure il prodotto
Yu - Vv sia integrabile.

Spazi di funzioni che servono (e useremo spesso):

L2(Q) := {v:Q — R tali che / vidxdy < +oo}  (L?)
Q
HY Q) ={v:Q - Rtc / v < +oo, / IVv|? < +oo} (HY)
Q JQ
={v:Q - Rtc vel?Q),Vve[2(Q?}
H} Q) ={v:Q—=Rtc ve H(Q), ev=0suT} (HY)

H3 (Q) c HY(Q) c L*(Q)
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Prodotto scalare e norma in L2:

(v, W)Lz_/vadxdy HvHiz_/sz dxdy .
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Prodotto scalare e norma in L2:
(v,w)p2 = / vw dxdy v, = / v2 dxdy.
Q Q
Prodotto scalare e norma in H!:
(viw)mp = / vw dxdy + / Vv - Vw dxdy
Q Q

V]2 = /Q V2 ddy + /Q Vv Py = v + 12V
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Prodotto scalare e norma in L2:
(v,w)p2 = / vw dxdy v, = / v2 dxdy.
Q Q

Prodotto scalare e norma in H':

(viw)mp = / vw dxdy + / Vv - Vw dxdy

Q Q

VI = [ V2o + [ [9uPady = VIR + [

Poiché H} C H!, possiamo usare stesso prodotto scalare e norma:
_ 2 _ 2
(vowhg = (vowln vl = VI3

Con questi prodotti scalari e norme i 3 spazi sono spazi di Hilbert

(la definizione non & completamente corretta, ma & sufficiente per gli scopi
del corso)
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Verifichiamo che L2 & uno spazio vettoriale con prodotto scalare e norma
(v,w)2 =/ v w dxdy
Q

VI = | v

«O> «F>r «=» «E» Q>



Verifichiamo che L2 & uno spazio vettoriale con prodotto scalare e norma
(v,w)2 =/ v w dxdy
Q

VI = [ veady.
Q
Verifichiamo che (v, w) 2 := [, v w dxdy & un prodotto scalare
e La simmetria e la bi-linerita sono ovvie. Infatti:

/vwdxdy=/wvdxdy
Q Q
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Esercizio: Verifica

Verifichiamo che L? & uno spazio vettoriale con prodotto scalare e norma

(v, W)Lzz/ﬁvwdxdy HVH%QZ/szdXdy.

Verifichiamo che (v, w) 2 := [, v w dxdy & un prodotto scalare

e La simmetria e |la bi-linerita sono ovvie. Infatti:

/vwdxdy:/wvdxdy
Q Q

Se a e (3 sono numeri reali, e u, v, w funzioni di L?() si ha:

/(au—i—ﬁv)wdxdy:a/uwdxdy—}—ﬁ/vwdxdy
Q Q Q
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Esercizio: Verifica

Verifichiamo che L? & uno spazio vettoriale con prodotto scalare e norma

(v, W)Lzz/ﬁvwdxdy HVH%QZ/szdXdy.

Verifichiamo che (v, w) 2 := [, v w dxdy & un prodotto scalare

e La simmetria e |la bi-linerita sono ovvie. Infatti:

/vwdxdy:/wvdxdy
Q Q

Se a e (3 sono numeri reali, e u, v, w funzioni di L?() si ha:

/(au—i—ﬁv)wdxdy:a/uwdxdy—}—ﬁ/vwdxdy
Q Q Q

(analogamente [, u(av + Bw) dxdy = o [ uv dxdy + 3 [ uw dxdy)
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Esercizio: Verifica
Verifichiamo che L? & uno spazio vettoriale con prodotto scalare e norma
(v,w)2 = /Q v w dxdy v2, = /Q v2dxdy.

Verifichiamo che (v, w) 2 := [, v w dxdy & un prodotto scalare

e La simmetria e |la bi-linerita sono ovvie. Infatti:

/vwdxdy:/wvdxdy
Q Q

Se a e (3 sono numeri reali, e u, v, w funzioni di L?() si ha:

/(au—i—ﬁv)wdxdy:a/uwdxdy—}—ﬁ/vwdxdy
Q Q Q

(analogamente [, u(av + Bw) dxdy = o [ uv dxdy + 3 [ uw dxdy)
e (v,v);2 >0 e anch’esso ovvio.
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Esercizio: Verifica

Verifichiamo che L? & uno spazio vettoriale con prodotto scalare e norma
(v, w)2 :/ v w dxdy [v]|2, :/ v2dxdy.
Q Q

Verifichiamo che (v, w) 2 := [, v w dxdy & un prodotto scalare

e La simmetria e |la bi-linerita sono ovvie. Infatti:

/vwdxdy:/wvdxdy
Q Q

Se a e (3 sono numeri reali, e u, v, w funzioni di L?() si ha:

/(au—i—ﬁv)wdxdy:a/uwdxdy—}—ﬁ/vwdxdy
Q Q Q

(analogamente [, u(av + Bw) dxdy = o [ uv dxdy + 3 [ uw dxdy)
e (v,v);2 >0 e anch’esso ovvio.

e (v,v);2=0<« v =07Se v =0 chiaramente si ha (v,v);2 = 0.
Viceversa: se (v,v);2 =0= [ov?dxdy =0=v =0
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e 12 & uno Spazio vettoriale
Dobbiamo verificare due condizioni:
1: Yvi,wel?sihavi+wel??
«O» «Fr «=)r «E)» Q>
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e 12 & uno Spazio vettoriale
Dobbiamo verificare due condizioni:
1:

Vvi, o € L% sihavi+w e L??Si perché

lvi + vallfz = vallf + lIvalifz + 2(va, v2)i2

2 2
S e A

(Cauchy—Schwarz)

= (Ivalliz + llvall2)?* < +00

«O>» «Fr «=»>» «E=)» =] Q>



2

e 12 & uno Spazio vettoriale
Dobbiamo verificare due condizioni:
1:

Vvi, o € L% sihavi+w e L??Si perché

lvi + vallfz = vallf + lIvalifz + 2(va, v2)i2

2 2
S e A

(Cauchy:rSChwarz)
= (Ivalliz + lIvell2)? < +o0
avel?VYvel?acR?
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e 12 & uno Spazio vettoriale
Dobbiamo verificare due condizioni:
1:

Vvi, o € L% sihavi+w e L??Si perché

lvi + vallfz = vallf + lIvalifz + 2(va, v2)i2

2 2
S e A

(Cauchy—Schwarz)

= (Ivalliz + llvall2)?* < +00

av e l? Vv e l? acR? Siperché

|mwﬁzﬁwaww=awmﬁ<+w

«O>» «Fr «=»>» «E=)» =] Q>



Torniamo a (PV);. Lo spazio L?, con le sue proprieta, permette di dare un
senso all'integrale fQ f v. Infatti, dalla definizione di prodotto scalare in L2
e usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si ha:

sefel?evel? / fv=_>vV)e <|fllzllvle (finito)
Q
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Torniamo a (PV);. Lo spazio L?, con le sue proprieta, permette di dare un
senso all'integrale fQ f v. Infatti, dalla definizione di prodotto scalare in L2
e usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si ha:

sefel?evel? / fv=_(f,v)r <|fll]vle (finito)
Q

Per dare un senso a fQ Vu - Vv, non basta che u e v siano in L2; serve
che anche Yu e Vv siano in [L?]?, perche in tal modo si avrebbe:

/ Yu Vv = (Y0, V) < [Vulle [9v]e (finito)
Q

Serve quindi u, v € H'.
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Il problema

trovare u “regolare” con u = 0 su 0N tale che

(PV)1 . .
Yu-Vv= [ fv Vv “regolare” con v =0 su 09
Q Q
puo essere riscritto come:

trovare u € H3 () tale che

(PV)1 1
Vu-Vv= [ fv VveHQ)
Q Q

«O> «F>r «=» «E» Q>



(ES1,) —Au=f

in Q C R?,

u=g sul

«O>r 4Fr «=Hr <= o




(ES1,) —Au=f

in Q C R?,
Procedendo come per (ES1) avremmo

u=g sul

trovare u “regolare” con u = g su N2 tale che

(PV)§
/ZU-ZV :/ fv Vv "regolare” con v =0 su 092
Q Q
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(ES1,) —Au=f

in Q C R?,
Procedendo come per (ES1) avremmo

u=g sul

trovare u “regolare” con u = g su 0N tale che

(PV)§
/ZU-ZV :/ fv Vv "regolare” con v =0 su 092
Q Q
Introducendo I'insieme

H;(Q) ={veH Q) tc. u=gsuTl}
il problema puo essere riscritto come

trovare u € H;(Q) tale che
(PV)§

! /yu-yv:/fv Vv € H(Q)
Q Q
<O> «Fr «E> «E» DA
o bonobre2020 1927



(ES2) —Au+u=f

in QCR2, %:0 w T

«O> «F>r «=» «E» .




Formulazione variazionale del Problema (ES2)

(ES2) —Au+u=f in QCR? U _ o s T

on

Procediamo come prima (si moltiplica I'equazione differenziale per una

funzione test v “regolare”, si integra su €2 e si usano le formule di
Gauss-Green):

/fv—/ Auv—i—/uv—/VU Vv—/ auv—i—/uv
an On Q
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Formulazione variazionale del Problema (ES2)

(ES2) —Au+u=f in QCR? U _ o s T

on

Procediamo come prima (si moltiplica I'equazione differenziale per una

funzione test v “regolare”, si integra su €2 e si usano le formule di
Gauss-Green):

/fv—/ Auv—i—/uv—/VU Vv—/ auv—i—/uv
an On Q

0 0
/ =0 perche —u = 0 (condizione naturale).
o0 on on

Quindi si ottiene (la regolarita ¢ la stessa di prima):

trovare u € H1 , soluzione di:

PV
/Vu Vv+/uv—/fv VVGHI(Q)
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u
(ES2g) —Autu=f in QCR’ - =g su T

«O> «F>r «=» «E» .



Esercizio: condizioni di Neumann non omogenee

Ou

(ES2;) —Au+u=f in QCR? 3
n

=g su [

Procediamo come prima (si moltiplica I'equazione differenziale per una

funzione test v “regolare”, si integra su €2 e si usano le formule di
Gauss-Green):

/fv—/ Auv—i—/uv—/VU Vv—/ auv—i—/uv
an On Q
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Esercizio: condizioni di Neumann non omogenee

Ou

(ES2;) —Au+u=f in QCR? 3
n

=g su [

Procediamo come prima (si moltiplica I'equazione differenziale per una

funzione test v “regolare”, si integra su €2 e si usano le formule di
Gauss-Green):

/fv—/ Auv—i—/uv—/VU Vv—/ auv—i—/uv
an On Q

()u ou
= g v perche — = g (condizione naturale).
pAGY d.” . Joq on o
Quindi si ottiene (la regolarita ¢ la stessa di prima):

trovare u € H1 , soluzione di:

PV 1
/Vu Vv+/uv—/fv+/ gv YveH(Q)
o2
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(ES3) —Au+u=f

in Q C R?,

du
u sulp, o

«O> «F>r «=» «E» .




(ES3) —Au+u=f

inQCR? u=0

0
r
su D? a
Per il problema (ES3), I'unica differenza rispetto (PV)2 & data dalle

au 0 suly
n
condizioni ai limiti: u =0 su ['p (da imporre) e

8—5 = 0 su 'y (naturale).

«O> «F>r «=» «E» Q>



Formulazione variazionale del Problema (ES3)

(ES3) —Au+u=f inQCR? wu=0 sulp, %:O sulp

Per il problema (ES3), I'unica differenza rispetto (PV), & data dalle

I : du

condizioni ai limiti: u =0 su ['p (da imporre) e = 0 su Iy (naturale).
n

In questo caso:

ou ou ou ou

—v= —V —Vv= —v+0
o0 on o on My on M on
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Formulazione variazionale del Problema (ES3)

(ES3) —Au+u=f inQCR? wu=0 sulp, %:O sulp

Per il problema (ES3), I'unica differenza rispetto (PV), & data dalle

condizioni ai limiti: u =0 su ['p (da imporre) e Ou =0 su 'y (naturale).

on

@v— @ / —V—I—O
o0 on o 8n

In questo caso:

L'unico modo per eliminare I’integrale sul bordo I'p & di scegliere le
funzioni test v nulle su I'p (come la soluzione u). Quindi:

trovare u € V :={v e HY(Q) : v=0su I'p} soluzione di:

(PV)3
/Vu Vv—l—/uv—/fv YVveV

26 ottobre 2020 22 /27



(ES4)  —div(k(x)Vu) +~(x)u = f in Q C R?
u=0suTlp,

k(x)Vu-n=0suly

«O> «F>r «=» «E» = Q>




(ES4)  — div(k(x)Vu) + 1(x)u=f in Q C R
u=0suTlp,

k(x)Vu-n=0suly
Per il problema (ES4) (condizioni ai limiti come in (ES3), operatore

differenziale con coefficienti variabili) si procede allo stesso modo:

/va=/Q—div(k(g)yu)v—i-/g'y(x)uv.

«O>» «Fr «=»>» «E=)» =] Q>



Formulazione variazionale del Problema ES4

(ES4)  — div(k(x)Vu) +~(x)u= f in Q C R?

‘ u=0sulp, k(x)Vu-n=0su FN‘

Per il problema (ES4) (condizioni ai limiti come in (ES3), operatore
differenziale con coefficienti variabili) si procede allo stesso modo:

/va:/Q—div(k(x)vu)v_i_/ﬂ,y(x)uv_

Usando sempre la formula di Gauss-Green (con V = k(x)Vu) si ottiene

_/Qdiv(k(x)Vu)v:/Qk(X)VU'VV—/ (k(x)Vu - n)v

o
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Formulazione variazionale del Problema ES4

(ES4)  — div(k(x)Vu) +~(x)u= f in Q C R?

‘ u=0sulp, k(x)Vu-n=0su FN‘

Per il problema (ES4) (condizioni ai limiti come in (ES3), operatore
differenziale con coefficienti variabili) si procede allo stesso modo:

/va:/Q—div(k(x)vu)v_i_/ﬂ,y(x)uv_

Usando sempre la formula di Gauss-Green (con V = k(x)Vu) si ottiene

- [ dvtkCva) v = [ k)va Ty [ (kG0Tu- )y
Q Q o0
Essendo 02 =Tp Ul si ha

/m(k(X)Vu n)v = /rN(k(XW” - n)v +/rD(k(X)vu - n)v

v~

=0 perché k(x)Vu-n=0 su 'y
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Dunque l'integrale sul bordo si riduce a

/89(/((X)Vu~n)v:/ (k(x)Vu - n)v

Mo

Per annullare fl‘o basta scegliere v = 0 su ['p (come la soluzione u),
ottenendo

trovare u € V := {v € H}(Q) : v =0 su I'p} soluzione di:

(PV)s /Qk(X)VwVVJr/v(X)UV:/QfV vvev

Q
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Dato un insieme D C RY, d =1,2,3, si ha
3¢, >0:

IVlizoy < G IV V] 2oy

Vv € H3(D)

«O> «F>r «=» «E» Q>



Dato un insieme D C RY, d =1,2,3, si ha
3¢, >0:

Dimostrazione.

IVIizioy < Go INVII2py Vv € Hy(D)
Consideriamo il caso monodimensionale (D = [a, b]). Quindi

Hi(a, b) = {v € H(a, b) : v(a) = v(b) = 0}

«O> «F>r «=» «E» Q>



Disuguaglianza di Poincaré
Dato un insieme D C RY, d =1,2,3, si ha

3G >0 vl < G IVvilzp Vv € H}(D)

Dimostrazione.
Consideriamo il caso monodimensionale (D = [a, b]). Quindi

Hi(a, b) = {v € H(a, b) : v(a) = v(b) = 0}

Dal 1° teorema fondamentale del calcolo integrale:

Vxe(ab) v(x) —/: V(£) dt = VA(x) = (/ V(t)dt)’
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Disuguaglianza di Poincaré
Dato un insieme D C RY, d =1,2,3, si ha
3G >0 vl < G IVvilzp Vv € H}(D)

Dimostrazione.
Consideriamo il caso monodimensionale (D = [a, b]). Quindi

Hi(a, b) = {v € H(a, b) : v(a) = v(b) = 0}

Dal 1° teorema fondamentale del calcolo integrale:

Vxe(ab) v(x) —/: V(£) dt = VA(x) = (/ V(1) dt)

Dalla definizione della norma in L2 si ha

, _ b B b < 2 b
Vi@ = | vi(x)dx= Vi(t)dt ) dx = [ (V' 1)1, ) 0X
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b
||V||%2(a,b) = / (v’, 1)%2(37X)dx
a

«Or «Fr «E»r «E» .



b
HVH%Z(a,b) /é; (V/71)%2(a,x)dx

(Vs 10 < (V200 1112y ) < 1V oy (= @)

(Cauchy—Schwarz)
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b
HV‘|%2(a,b) - / (V/,l)%2(a7x)dX
Ja

(Vs 10 < (V200 1112y ) < 1V oy (= @)

(Cauchy—Schwarz)

Quindi

b 2
b—a
Mty < Vs [ = 3o = ESZL W,
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b
HVH%Z(a,b) - / (Vlal)%2(a7x)dx
Ja

(Vs 10 < (V200 1112y ) < 1V oy (= @)

(Cauchy:rSchwarz)
Quindi
b b — a)?
M < e | 0= = E 71
da cui
(b — a) / . (b — a)
< =
[Vli2(ap) < 7 V'l 2(a,p) (qumd| C 7 >
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b
HVH%2(a,b) - / (Vlf 1)%2(a,x)dx
Ja

(Vs 10 < (V200 1112y ) < 1V oy (= @)

(Cauchy:rSchwarz)
Quindi
b b—a 2
Moy < 1V By [ =)= E i
da cui
b—a . b—a
[VI2(a,6) < ( NG )||V/HL2(a,b) (qumdl G = ( NG )>

La dimostrazione si estende al caso 2D, con C, che dipende dalla misura
del dominio 2.
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b
HVH%2(avb) - / (Vlfl)é(a,x)dx

(Vs 10 < (V200 1112y ) < 1V oy (= @)

( Cauchy:rSchwarz)
Quindi
b (b _ 3)2
L L O L e e
da cui
b—a . b—a
Mien < E 520 e (quindi ¢, = =)

La dimostrazione si estende al caso 2D, con C, che dipende dalla misura
del dominio 2.

Nota: come si vede dalla dimostrazione, la disuguaglianza vale se

v(a) = 0 oppure v(b) = 0, ossia basta I'annullamento in un punto solo. In
2D basta che v sia nulla su un pezzo (diciamo: un sottoinsieme di

lunghezza non nulla) del bordo di €.
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Vv < vl <

In H}(), oin H&’FD(Q) ={veH,v=0sulp} la|v|y &equivalente
alla ||Vv/||,2. Precisamente:

C2+1||Vv|2 Vv e Hi(Q)oveHr,(Q)
dove C, & la costante della disuguaglianza di Poincaré.

«O> «F>r «=» «E» Q>



Conseguenze della disuguaglianza di Poincaré

In H3(2), o in H&FD(Q) ={veH,v=0suTlp}, la|v|uy &equivalente
alla ||Vv|;2. Precisamente:

I9vli2 < Ivlln < \/C2+ LIV Wy € HE(Q) o v € HErp (@)
dove C, ¢ la costante della disuguaglianza di Poincaré.
Dimostrazione: La prima disuguaglianza € ovvia; poiche ||v|[;2 > 0 si ha
2 2 2 2
IVIlE = vl + 11NV = [[¥viz
Per Poincaré:
2 2 2 2 2 2
IVIlEn < G IINVIE + INvIE = (G + D[V

da cui si ottiene il risultato.

Quindi in H&, oin Hé o si puo usare indifferentemente I'una o I'altra
norma, secondo quanto pill conveniente.
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