Formulazioni variazionali astratte

Dagli esempi precedenti si & visto che si passa dal problema differenziale in
forma forte alla sua formulazione variazionale con una procedura che
sostanzialmente e la stessa per tutti i problemi.

Gli ingredienti principali sono le formule di Gauss-Green e una scelta
opportuna delle funzioni test (nulle laddove sono imposte condizioni di
Dirichlet, senza alcun vincolo laddove si hanno condizioni di Neumann).
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Formulazioni variazionali astratte

Dagli esempi precedenti si & visto che si passa dal problema differenziale in
forma forte alla sua formulazione variazionale con una procedura che
sostanzialmente e la stessa per tutti i problemi.

Gli ingredienti principali sono le formule di Gauss-Green e una scelta
opportuna delle funzioni test (nulle laddove sono imposte condizioni di
Dirichlet, senza alcun vincolo laddove si hanno condizioni di Neumann).
Abbiamo anche visto negli esempi che tutte le formulazioni variazionali
presentano la stessa struttura e possono essere scritti in forma astratta
come:

trovare u € V tale che a(u,v) =/{(v) VYve V.
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Formulazioni variazionali astratte

Dagli esempi precedenti si & visto che si passa dal problema differenziale in
forma forte alla sua formulazione variazionale con una procedura che
sostanzialmente e la stessa per tutti i problemi.

Gli ingredienti principali sono le formule di Gauss-Green e una scelta
opportuna delle funzioni test (nulle laddove sono imposte condizioni di
Dirichlet, senza alcun vincolo laddove si hanno condizioni di Neumann).
Abbiamo anche visto negli esempi che tutte le formulazioni variazionali
presentano la stessa struttura e possono essere scritti in forma astratta
come:

trovare u € V tale che a(u,v) =/{(v) VYve V.
Lo strumento per studiare la buona posizione di un problema variazionale &

il Lemma di Lax-Milgram.
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Dato un problema variazionale
(PVar)
dove:

trovare u € V tale che

a(u,v) ={(v) YvevV,
@ V & uno spazio di Hilbert con norma ||v||yv, e prodotto scalare
associato (v, w)y;
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Dato un problema variazionale

(PVar) trovare u € V tale che a(u,v) =4{(v) VYveV,

dove:

@ V & uno spazio di Hilbert con norma ||v||yv, e prodotto scalare
associato (v, w)y;

@ a(-,-) € una forma bilineare da V x V — R e continua, cioé (come
abbiamo visto):

IM>0 te |a(v,w) < M|Vvlwly Yv,weV (1)
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Lemma di Lax-Milgram

Dato un problema variazionale

(PVar) trovare u € V tale che a(u,v)=/{(v) VveV,

dove:
@ V & uno spazio di Hilbert con norma ||v||y, e prodotto scalare

associato (v, w)y;
@ a(-,-) & una forma bilineare da V x V — R e continua, cioé (come

abbiamo visto):

M >0 tc. Ja(v,w)| < Mlv|v|wlvy Yv,weV (1)

@ /(v) & un funzionale da V — R lineare e continuo, cioé (come

abbiamo visto):

AC >0 tc. [Uv)| < Clvlly YveV (2)
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Se, oltre alle ipotesi precedenti, a(-,-) & V-ellittica (o coerciva), cioe:
Ja >0 taleche a(v,v)>alv|? VYveV (3)

allora (PVar) ha un'unica soluzione e

G
Jullv < —.
e}
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Dimostrazione:
e Esistenza: richiede strumenti complicati di Analisi funzionale che esulano
dagli scopi di questo corso, per cui la omettiamo.
«O> «Fr <« > > DA
- 3novembre2020 4/30

it
a



Lemma di Lax-Milgram: dimostrazione

Dimostrazione:

e Esistenza: richiede strumenti complicati di Analisi funzionale che esulano
dagli scopi di questo corso, per cui la omettiamo.

e Unicita: si dimostra per contraddizione. Si supponga quindi che u; € V
e uy € V siano due diverse soluzioni di (PVar): uy # uz. Quindi:

meV: a(u,v)=4Lv) VveV
wmeV: alum,v)=4Lv) VveV
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Lemma di Lax-Milgram: dimostrazione

Dimostrazione:

e Esistenza: richiede strumenti complicati di Analisi funzionale che esulano
dagli scopi di questo corso, per cui la omettiamo.

e Unicita: si dimostra per contraddizione. Si supponga quindi che u; € V
e uy € V siano due diverse soluzioni di (PVar): uy # uz. Quindi:

wmeV: a(u,v)=4Lv) VveV
wmeV: alum,v)=4Lv) VveV
Sottraendo e sfruttando la linearita di a nel primo argomento si ottiene

a(ui,v) —a(up,v) =0 = a(uy—uw,v)=0 VveV
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Lemma di Lax-Milgram: dimostrazione

Dimostrazione:

e Esistenza: richiede strumenti complicati di Analisi funzionale che esulano
dagli scopi di questo corso, per cui la omettiamo.

e Unicita: si dimostra per contraddizione. Si supponga quindi che u; € V
e uy € V siano due diverse soluzioni di (PVar): uy # uz. Quindi:

meV: a(u,v)=4Lv) VveV
wmeV: alum,v)=4Lv) VveV
Sottraendo e sfruttando la linearita di a nel primo argomento si ottiene
a(ui,v) —a(up,v) =0 = a(uy—uw,v)=0 VveV
Poiche I'uguaglianza vale per qualsiasi v € V/, si ha in particolare
a(uy — up,u; — up) = 0.
Dalla (3) (ellitticita di a) si deduce quindi

allu; — qu%/ < a(u; — up,u; — up) =0.

3 novembre 2020 4 /30



allu; — U2||%/ <a(uy —w,up —uw)=0
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allu; — qu%/ <a(uy —up,up —up)=0

Per la proprieta della norma di essere > 0 si deve avere:
n—wmw=0=u=uw

da cui la contraddizione. Quindi la soluzione & unica.
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alluy — w3, < a(ur — vz, up — u2) =0

Per la proprieta della norma di essere > 0 si deve avere:
n—wmw=0=u=uw

da cui la contraddizione. Quindi la soluzione & unica.

e Stabilita: Sia u I'unica soluzione di (PVar). Sfruttiamo ora la (3) (cioe
la V-ellitticita di a) con v = v, il fatto che u risolve (PVar), e, sempre con
v = u, la (2) (limitatezza di ¢). Abbiamo

allully < a(u, u) = 0(u) < Cllu]lv,
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alluy — w3, < a(ur — vz, up — u2) =0

Per la proprieta della norma di essere > 0 si deve avere:
n—wmw=0=u=uw

da cui la contraddizione. Quindi la soluzione & unica.
e Stabilita: Sia u I'unica soluzione di (PVar). Sfruttiamo ora la (3) (cioe
la V-ellitticita di a) con v = v, il fatto che u risolve (PVar), e, sempre con
v = u, la (2) (limitatezza di ¢). Abbiamo

allully < au,u) = €(u) < Cllullv,

da cui banalmente

@) e G
lully < = lullv equindi  |lully < —.
(0] o
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Lemma di Lax-Milgram: seconda parte

Se, oltre alle ipotesi precedenti, la forma a(-,) & simmetrica, cioé

a(v,w)=a(w,v) VYv,weV

simmetria
allora, introducendo il funzionale (dell'energia)

J(v) = %a(v, v) —4(v)

si ha che il problema (PVar) & equivalente al problema di minimo:
(PMin) trovare u € V tale che J(u) < J(v) VYveV

ciog, se u risolve (PVar) risolve anche (PMin) e viceversa.
(Per la dimostrazione si rinvia alle dispense.)
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Riprendiamo ora le formulazioni variazionali dei problemi visti e

controlliamo che siano verificate le ipotesi del Lemma di Lax-Milgram.

«O» «Fr « 3 » Q¥

it
a



Applicazioni del Lemma di Lax-Milgram

Riprendiamo ora le formulazioni variazionali dei problemi visti e
controlliamo che siano verificate le ipotesi del Lemma di Lax-Milgram.

Ricordiamo gli spazi funzionali che ci servono con le rispettive norme e
prodotti scalari. Sia D un insieme del piano (D C R?):

12(D): (p,0)o = /wp, Il = (2, 2)o
D
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controlliamo che siano verificate le ipotesi del Lemma di Lax-Milgram.

Ricordiamo gli spazi funzionali che ci servono con le rispettive norme e
prodotti scalari. Sia D un insieme del piano (D C R?):

12(D): (p,0)o = /wp, Il = (2, 2)o
D

HY(D): (¢, 0)1 = (%) + (Yoo, Ve)o
)12 == ()0 + (Yo, Y)o = [0l + IVe]|2
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Applicazioni del Lemma di Lax-Milgram

Riprendiamo ora le formulazioni variazionali dei problemi visti e
controlliamo che siano verificate le ipotesi del Lemma di Lax-Milgram.

Ricordiamo gli spazi funzionali che ci servono con le rispettive norme e
prodotti scalari. Sia D un insieme del piano (D C R?):

12(D): (p,0)o = /wp, Il = (2, 2)o
D

Hl(D) : (§0,¢)1 = (90,?/))0 + (2%2@0)0
)12 == ()0 + (Yo, Y)o = [0l + IVe]|2
(Ovviamente: [[oflo < [[eo]l1 e [|[Veollo < [[e]l1)
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Applicazioni del Lemma di Lax-Milgram

Riprendiamo ora le formulazioni variazionali dei problemi visti e
controlliamo che siano verificate le ipotesi del Lemma di Lax-Milgram.

Ricordiamo gli spazi funzionali che ci servono con le rispettive norme e
prodotti scalari. Sia D un insieme del piano (D C R?):

12(D): (p,0)o = /wp, Il = (2, 2)o
D

HY(D): (¢, 0)1 = (%) + (Yoo, Ve)o
)12 == ()0 + (Yo, Y)o = [0l + IVe]|2

(Ovviamente: [¢flo < [l¢l1 e [[Vello < [lll1)
In H}(D) C HY(D) possiamo scegliere che norma usare, avendo a
disposizione, grazie alla disuguaglianza di Poincaré, due norme equivalenti:

PO T gl
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Esistenza e unicita della soluzione di (ES1) (—Au=1finQ, u=0sul)
Ricordiamo la formulazione variazionale di (ES1):

Trovare u € H3(Q):
(PV)1

/ZU'ZV=/fV Vv € H3(Q)
Q Q
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Applicazioni del Lemma di Lax-Milgram

Esistenza e unicita della soluzione di (ES1) (—Au=1f inQ, u=0sul)

Ricordiamo la formulazione variazionale di (ES1):
Trovare u € Hy(Q):

U’V
/Vu Vv/ fv VVEHO(Q)
Ja

Per utilizzare il Lemma su (PV)1, lo riscriviamo in forma astratta
definendo

V= H}(Q), a(v,w):= / Vv -Vw, {(v) ::/ fv vyweV
Q Q

(Trovare u € V soluzione di a(u,v) = ¢(v) Vv e V)
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a(v,w):= [(Vv -Vw,

Uv) = [qfv v,weV
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fQVv Vw,

v)i= [ofv v,weV

elnV= H&(Q) possiamo scegliere prodotto scalare e norma come

(v, w)v

= (VYv,VYw)

(= [aVv-Vw),

IVliv =1¥vlo
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Vi=Hi(Q), a(v,w):=[oVv -VYw, {(v):=[qfv v,weYV

elnV= H&(Q) possiamo scegliere prodotto scalare e norma come
(v, w)v = (Yv. Ywho(= JuVv-Yw), [v]v = [¥vllo
@ si deve verlflcare che:

1 — a(v, w) & bilineare, continua ed ellittica,

2 —{(v) & lineare e continuo.
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Vi=Hi(Q), a(v,w):=[oVv -VYw, {(v):=[qfv v,weYV

elnV= H&(Q) possiamo scegliere prodotto scalare e norma come
(v, w)v = (Yv. Ywho(= JuVv-Yw), [v]v = [¥vllo
@ si deve verlflcare che:
1 — a(v, w) & bilineare, continua ed ellittica,

2 — ((v) e lineare e continuo.

e Cominciamo con £(v): & lineare per le proprieta dell'integrale, e deve
valere la continuita, cioe

3G >0tc [Uv)| < Clvlly VYveV.
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Vi=Hi(Q), a(v,w):=[oVv -VYw, {(v):=[qfv v,weYV

elnV= H&(Q) possiamo scegliere prodotto scalare e norma come
(v, w)v = (Yv. Ywho(= JuVv-Yw), [v]v = [¥vllo
@ si deve verlflcare che:

1 — a(v, w) & bilineare, continua ed ellittica,

2 — ((v) e lineare e continuo.

e Cominciamo con £(v): & lineare per le proprieta dell'integrale, e deve
valere la continuita, cioe

3C >0tc [Uv) < Gv]v VveV.
Nel caso considerato otteniamo

t(v) =/ fv=(f,v)o < lIflollvilo < flloCplvily — YveV.
Q —_—— N—_— ———

Cauchy-Schwarz  Poincaré (vale perche v € H})
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Vi=Hi(Q), a(v,w):=[oVv -VYw, {(v):=[qfv v,weYV

elnV= H&(Q) possiamo scegliere prodotto scalare e norma come
(v, w)v = (Yv. Ywho(= JuVv-Yw), [v]v = [¥vllo
@ si deve verlflcare che:

1 — a(v, w) & bilineare, continua ed ellittica,

2 — ((v) e lineare e continuo.

e Cominciamo con £(v): & lineare per le proprieta dell'integrale, e deve
valere la continuita, cioe
3C >0tc [Uv) < Gv]v VveV.
Nel caso considerato otteniamo
(v) Z/va = (f,v)o = lIfllollvllo < [[flloGollvlly — vveV.
Cauchy-Schwarz  Poincaré (vale perche v € H})

Quindi ¢(v) & continuo e la costante di continuita & C; = ||f|/0C,
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@ Occupiamoci di a(v,w) := fQ Vv - Vw. La bilinearita & banale e
deriva dalle ben note proprieta degli integrali.
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@ Occupiamoci di a(v,w) := fQ Vv - Vw. La bilinearita & banale e
deriva dalle ben note proprieta degli integrali.
Per la continuita si deve trovare una costante M > 0 per cui si ha:

la(v, w)| < M]lv]lv]wlly Vv, we V.
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Occupiamoci di a(v, w) := fQ Vv - Vw. La bilinearita & banale e
deriva dalle ben note proprieta degli integrali.
Per la continuita si deve trovare una costante M > 0 per cui si ha:

la(v, w)| < Ml[v]lv|lw|lv Vv, we V.
Si ottiene:

a(v,w) = /QVV Vw = (Vv,Vw)o < [[Vviol|Vwllo = [[v]v]w]v

Cauchy-Schwarz

= continua con M =1
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@ Occupiamoci di a(v,w) := fQ Vv - Vw. La bilinearita & banale e
deriva dalle ben note proprieta degli integrali.
Per la continuita si deve trovare una costante M > 0 per cui si ha:

la(v, w)| < Ml[v]lv|lw|lv Vv, we V.
Si ottiene:

a(v,w) = /QVV Vw = (Vv,Vw)o < [[Vviol|Vwllo = [[v]v]w]v

Cauchy-Schwarz

= continua con M =1
Per I'ellitticita si deve trovare una costante o > 0 per cui si ha:

a(v,v) > alvl]} VYveV
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@ Occupiamoci di a(v,w) := fQ Vv - Vw. La bilinearita & banale e
deriva dalle ben note proprieta degli integrali.
Per la continuita si deve trovare una costante M > 0 per cui si ha:

la(v, w)| < Ml[v]lv|lw|lv Vv, we V.
Si ottiene:

a(v,w) = /QVV Vw = (Vv,Vw)o < [[Vviol|Vwllo = [[v]v]w]v

Cauchy-Schwarz

= continua con M =1
Per I'ellitticita si deve trovare una costante o > 0 per cui si ha:
a(v,v) > alvl]} VYveV

Nel nostro caso si ottiene, per ogni v € V:

a(v,v) = (¥v,Vv)o = ||v||} = vale I'ellitticitd con o = 1

a(v,v)>a| vl
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Infine,
e a(u, v) & anche simmetrica, quindi c’é equivalenza col problema di
minimo.

In conclusione, abbiamo verificato che valgono tutte le ipotesi del Lemma
di Lax Milgram. Quindi, il problema (ES1) ha un'unica soluzione, e si ha:

G
Jullv < o [£1loCo

quindi si ha anche dipendenza continua dai dati (f & il solo dato del
problema)
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soluzione.

La dipendenza continua dai dati garantisce la stabilita del problema, cioe
che “piccoli” errori sui dati determinano “piccoli” errori sulla

it
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La dipendenza continua dai dati garantisce la stabilita del problema, cioe
che “piccoli” errori sui dati determinano “piccoli” errori sulla

soluzione.Vediamolo in dettaglio sul problema che stiamo esaminando.
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Stabilita del problema (ES1)

La dipendenza continua dai dati garantisce la stabilita del problema, cioe
che “piccoli” errori sui dati determinano “piccoli” errori sulla
soluzione.Vediamolo in dettaglio sul problema che stiamo esaminando.
Sia u la soluzione “vera” corrispondente al dato f, e sia u° la soluzione
“sporca” corrispondente a un dato f° “sporco” (ad esempio, proviene da
dati di laboratorio con un margine di errore).
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Stabilita del problema (ES1)

La dipendenza continua dai dati garantisce la stabilita del problema, cioe
che “piccoli” errori sui dati determinano “piccoli” errori sulla
soluzione.Vediamolo in dettaglio sul problema che stiamo esaminando.
Sia u la soluzione “vera” corrispondente al dato f, e sia u° la soluzione
“sporca” corrispondente a un dato f° “sporco” (ad esempio, proviene da
dati di laboratorio con un margine di errore). Quindi:

ue H Q) : /Vu-Vv:/ fv Vv € H3(Q)
Q Q
(in astratto: u € V. a(u,v) = (f,v)o Vv € V)
u? e H3 Q) : /VUS-VV :/ fov Vv e HA(Q)
Q Q

(in astratto: u® € V : a(u®,v) = (f°,v)o Vv € V)
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Stabilita del problema (ES1)

La dipendenza continua dai dati garantisce la stabilita del problema, cioe
che “piccoli” errori sui dati determinano “piccoli” errori sulla
soluzione.Vediamolo in dettaglio sul problema che stiamo esaminando.
Sia u la soluzione “vera” corrispondente al dato f, e sia u° la soluzione
“sporca” corrispondente a un dato f° “sporco” (ad esempio, proviene da
dati di laboratorio con un margine di errore). Quindi:

ue H Q) : /Vu-Vv:/ fv Vv € H3(Q)
(in astratto: u GQ Vi oa(u,v) :Q(f, v)o Vv € V)
u? e H3 Q) : /QVUS-VV = /Q fov Vv e HA(Q)
(in astratto: u® € V : a(u®,v) = (f°,v)o Vv € V)

Facendo la differenza fra i due problemi si ottiene:

u—uS € HY(Q) - /QV(u—u5)~Vv/g;(f—fs)vVveH&(Q)
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u—u’,v

u—u® e H}(Q): / Y(u—u®) Vv = / (f — F5)v Vv € HY(Q)
Q Q
(in astratto u — u® € V : a(

Y=(f—f°,v)oVveV

[m]

=
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u—u’ € HYQ /vu—u Vv /(f—fs)vvveHg(Q)
Q
(inastratto u —u® € V: a(u—u’,v)=(f — >, v)g Vv e V

ossia, la funzione u — u° risolve il problema con dato f — °. La

dipendenza continua dai dati assicura che
lu—u®[lv < Cpllf = Flo.

Quindi, se ||f — £°||o < &, con ¢ piccolo, si ha ||u — u’|y < Cpe.
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Vi=H(Q), a(v,w):= [oVv Vw,

Uv) = [ofv viweV
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Vi=H(Q), a(v,w):= [oVv Vw,

Uv) = [ofv viweV
e In V = H}(Q) possiamo scegliere prodotto scalare e norma di H*(Q)

(v, W)y = (v, w)i(= (v, w)o + (Vv, ¥ w)o)
Ivllv = (IVIG + 12 vIIE)?
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V= H(Q),

a(v,w) = [ Vv -Vw,

Uv) = [ofv viweV
e In V = H}(Q) possiamo scegliere prodotto scalare e norma di H*(Q)

(vs v = (v, w)i(= (v, w)o + (Vv, Vw)o)

Ivliv = (IvIg + 12 vI5)"/?
@ /(v): & lineare per le proprieta dell'integrale, e deve valere la
continuita, cioe 3C, > 0 t.c.

V)l < Glivily vve V.
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Esercizio: altra norma in Hy(Q)

Vi=Hi(Q), a(v,w):= [(Vv -VYw, {(v):=[qfv v,weYV

e In V = H}(Q) possiamo scegliere prodotto scalare e norma di H*(Q):

(v, w)v = (v, w)i(= (v, w)o + (Vv, Vw)o)
Ivllv = (IvIg + 19 vI5)"?

@ /(v): & lineare per le proprieta dell'integrale, e deve valere la
continuita, cioe 3¢, >0 t.c. |[{(v)| < Gfjv|lv Vv e V.
Nel caso considerato otteniamo

t(v) =/ fv=(f,v)o <lIfllollvilo <IIfllofvlly VveV.
Q S——r

Cauchy-Schwarz
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Esercizio: altra norma in Hy(Q)

Vi=Hi(Q), a(v,w):= [(Vv -VYw, {(v):=[qfv v,weYV

e In V = H}(Q) possiamo scegliere prodotto scalare e norma di H*(Q):

(v, w)v = (v, w)i(= (v, w)o + (Vv, Vw)o)
Ivllv = (IvIg + 19 vI5)"?

@ /(v): & lineare per le proprieta dell'integrale, e deve valere la
continuita, cioe 3¢, >0 t.c. |[{(v)| < Gfjv|lv Vv e V.
Nel caso considerato otteniamo
(v) =/ fv=(f,v)o < |fllollvlio <|fllollvlv VveV.
Q SN——
Cauchy-Schwarz
Quindi ¢(v) & continuo e la costante di continuita ¢ G, = ||f|o
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@ Occupiamoci di a(v, w) := [, Vv - Vw. La bilinearita & banale e
deriva dalle ben note proprieta degli integrali.
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@ Occupiamoci di a(v, w) := [, Vv - Vw. La bilinearita & banale e
deriva dalle ben note proprieta degli integrali.
Per la continuita si deve trovare una costante M > 0 per cui si ha:

la(v, w)| < Mllv]lvlwlly Vv, we V.
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@ Occupiamoci di a(v,w) := fQ Vv - Vw. La bilinearita & banale e
deriva dalle ben note proprieta degli integrali.
Per la continuita si deve trovare una costante M > 0 per cui si ha:

la(v, w)| < Mllv]lvlwlly Vv, we V.
[Vvlo < |lvllv Vv € V)

Si ottiene (banalmente perche

a(v,w) = (Vv,Yw)o < [[Vvlol[Vwllo < [lvlv]wlv =

Cauchy-Schwarz

= continua con M =1
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@ Occupiamoci di a(v,w) := fQ Vv - Vw. La bilinearita & banale e
deriva dalle ben note proprieta degli integrali.
Per la continuita si deve trovare una costante M > 0 per cui si ha:

la(v, w)| < M|[v]lv]lwlv Vv, we V.
[Vvlo < |lvllv Vv € V)

Si ottiene (banalmente perche

a(v,w) = (Vv,Yw)o < [[Vvlol[Vwllo < [lvlv]wlv =

Cauchy-Schwarz

= continua con M =1
Per I'ellitticita si deve trovare una costante o > 0 per cui si ha:

a(v,v) > allv|} VYveV
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@ Occupiamoci di a(v,w) := fQ Vv - Vw. La bilinearita & banale e
deriva dalle ben note proprieta degli integrali.
Per la continuita si deve trovare una costante M > 0 per cui si ha:

la(v, w)| < Mllv]lvlwlly Vv, we V.

[Vvlo < |lvllv Vv € V)

Si ottiene (banalmente perche

a(v,w) = (Vv,Yw)o < [[Vvlol[Vwllo < [lvlv]wlv =

Cauchy-Schwarz

= continua con M =1
Per I'ellitticita si deve trovare una costante o > 0 per cui si ha:
a(v,v) > allv|} VYveV
Nel nostro caso si ottiene, per ogni v € V, grazie alla disuguaglianza
di Poincaré:
a(v,v) = (Vv, 9v)o = VIR, =

e P
vale I'ellitticita con a = i
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Infine,
e a(u, v) & anche simmetrica, quindi c'¢ equivalenza col problema di

minimo.

In conclusione, abbiamo verificato che cambiando la norma cambiano le
costanti di continuita ed ellitticita ma tutte le ipotesi del Lemma di Lax
Milgram sono verificate. Quindi, il problema (ES1) ha un'unica soluzione,
e si ha: c
¢ 2
lullv < £ = Ifllo(C2 +1)

quindi si ha anche dipendenza continua dai dati (f € il solo dato del
problema)
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(—Au+

Esistenza, unicita e stabilita del problema (ES2)
u=rFfinQ, % =0sul

' On )
Ricordiamo la formulazione variazionale di (ES2)
Trovare u € H*(Q

(PV), /Vu Vv—i—/uv—/

f
14

(u v)

v Vv e HYQ)

)

«O> «F>r «=» «E» Q>



(—Au+

Esistenza, unicita e stabilita del problema (ES2)
u=rFfinQ, % =0sul

' On )
Ricordiamo la formulazione variazionale di (ES2)
Trovare u € H(Q

(PV), /Vu Vv—i—/uv—/

f
V

(u v)

v Vv e HY(Q)

( '
Ivllv = lIvil = (IvIi§ + IZvI§)?

N
«O> «F>r «=» «E» Q>

In questo caso si ha V' = H(£) e I'unica norma da usare &



@ Linearita e continuita di ¢(v): la linearita segue dalle proprieta
dell'integrale, e per la continuita deve valere

3G >0tc. [v)| < Clv|ly VYveV.
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@ Linearita e continuita di ¢(v): la linearita segue dalle proprieta
dell'integrale, e per la continuita deve valere

3G >0tc. [v)| < Clv|ly VYveV.

Nel caso considerato otteniamo (essendo ||v||y = ||v|1)
{(v) =/ fv=(f,v)o < lIfllolivilo < [[fllollvllL VveV.
Q —_—— ——
Cauchy-Schwarz Ivilo<|Iv|l1
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@ Linearita e continuita di ¢(v): la linearita segue dalle proprieta
dell'integrale, e per la continuita deve valere

3G >0tc. [v)| < Clv|ly VYveV.

Nel caso considerato otteniamo (essendo ||v||y = ||v|1)
(W) = [ Fv=(F.v)o <Iflolivl < [Flollvls e V.
Q ———
Cauchy-Schwarz Ivilo<|Iv|l1
Quindi ¢(v) & continuo e la costante di continuita &¢ C;, = ||f||o
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@ a e bilineare per la proprieta degli integrali
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@ a e bilineare per la proprieta degli integrali
e continuita di a: (Ja(v, w)| < M|lv||v||w|v Vv,w € V).
Si ha immediatamente

a(v,w) = (v,w); <|lv|1]lw|js  (costante di continuita M = 1)

(deriva dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz).
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@ a e bilineare per la proprieta degli integrali
e continuita di a: (Ja(v, w)| < M|lv||v||w|v Vv,w € V).
Si ha immediatamente

a(v,w) = (v,w); <|lv|1]lw|js  (costante di continuita M = 1)

(deriva dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz).
o ellitticita di a: (a(v,v) > allv|? Vv e V). Siha:

a(v,v) =(v,v); = HVH% = a=1
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@ a e bilineare per la proprieta degli integrali
e continuita di a: (Ja(v, w)| < M|lv||v||w|v Vv,w € V).
Si ha immediatamente

a(v,w) = (v,w); <|lv|1]lw|js  (costante di continuita M = 1)

(deriva dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz).
o ellitticita di a: (a(v,v) > allv|? Vv e V). Siha:

a(v,v) =(v,v); = HVH% = a=1
Quindi: il problema ha soluzione unica ue V e

Jully < [[llo-

e a(v,w) = a(w, v) (simmetrica), quindi vale I'equivalenza col
problema di minimo dell’energia.
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Esistenza, unicita e stabilita del problema (ES3)
(—Au+u=FfinQ, u=0suTlp,

ou

~=0suly)
Ricordiamo la formulazione variazionale di (ES3)

Trovare u € V :={v € H}(Q) con v=0su p}:

(PV)3 /Vu Vv—l—/uv—/fv YveV

(u v)

«O> «F>r «=» «E» Q>




Applicazioni del Lemma di Lax-Milgram

Esistenza, unicita e stabilita del problema (ES3)
(-Au+u=FfinQ, u=0suTlp, %—Osu Mn)

Ricordiamo la formulazione variazionale di (ES3):

Trovare u € V := {ve H}(Q) con v=0sulp}:

(PV)3 /Vu Vv+/uv/fv YveV

a(u, v) (v)

In V' possiamo scegliere la norma che preferiamo (avendo funzioni nulle su
Mp).

Scegliamo [|v]|v = [[v]l1 = (VI3 + ZvI[§)"/>.

Esercizio a casa: provare con la norma |[v|lv = ||Vv|o
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e V & spazio di Hilbert con ||v|y = |[v]1 = (v} + |2 v]|3)*/?
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e V & spazio di Hilbert con ||v|y = |[v]1 = (v} + |2 v]|3)*/?
@ a ¢ bilineare per la proprieta degli integrali ed & continua perche

a(v,w) = (v,w)1 <||v|l1]jw|jz (costante di continuita M = 1)

(deriva come al solito dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz).
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e V & spazio di Hilbert con ||v|y = |[v]1 = (v} + |2 v]|3)*/?
@ a ¢ bilineare per la proprieta degli integrali ed & continua perche

a(v,w) = (v,w)1 <||v|l1]jw|jz (costante di continuita M = 1)

(deriva come al solito dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz).
o ellitticita (definita in (3)): a(v,v) = (v,v)1 = ||v|? = a=1
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e V & spazio di Hilbert con ||v|y = |[v]1 = (v} + |2 v]|3)*/?
@ a ¢ bilineare per la proprieta degli integrali ed & continua perche

a(v,w) = (v,w)1 <||v|l1]jw|jz (costante di continuita M = 1)

(deriva come al solito dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz).
o ellitticita (definita in (3)): a(v,v) = (v,v)1 = ||v|? = a=1
@ continuita del funzionale (definita in (2)):

{(v) =/ fv={(f,v)o <|lfllollviio <lfllo  |lvilv
Q N~
VIR =IIvIB+I2vIG
quindi C; = ||f||o. In conclusione: soluzione unica u € V e

lully < [[]lo-

@ a(v,w) = a(w, v) (simmetrica), quindi vale I'equivalenza col
problema di minimo dell’energia.
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Consideriamo il problema (ES4), la cui formulazione variazionale &

trovare u € V = {v € H(Q), v=0sup}

(PV),4 /Qk()_<)2u-2v+/97(5)uv:/ﬁfv YveV

~~

a(u,v)

—
o(v)

«O> «F>r «=» «E» Q>



Applicazioni del Lemma di Lax-Milgram

Consideriamo il problema (ES4), la cui formulazione variazionale &:
trovare u € V :={v € H}(Q), v=0su Ip}

(PV)a '/Qk(x)vu-va/ ’y(x)uv:/ﬂfv Wve vV

Q
a(u,v) £(v)

Sappiamo che V' & uno spazio di Hilbert sia con ||v||y = ||v| 4 sia con
lvllv = ||V v]|2. Scegliamo:

Ivilv = l[v]lm
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Applicazioni del Lemma di Lax-Milgram

Consideriamo il problema (ES4), la cui formulazione variazionale &:
trovare u € V :={v € H}(Q), v=0su Ip}

(PV)a '/K;k(x)vu-va/Qy(x)uv:/va Wve vV

a(u,v) £(v)

Sappiamo che V' & uno spazio di Hilbert sia con ||v||y = ||v| 4 sia con
lvllv = ||V v]|2. Scegliamo:

Ivily = [Iv]ian
La bilinearita di a(-,-) e la linearita di ¢(-) sono immediata conseguenza

delle proprieta degli integrali.
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a(v.w) = o k()Y - Yw + Jg 7 (x)v w

o Continuita di /(-) (serve f € L?)

lv) = Jqfv

(v) = (F,v)ee < Iflle2 lIvile < [[flle2 [[vilie

Vv eV
Vil 2<llvil4

[m]

=
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a(v.w) = o k()Y - Yw + Jg 7 (x)v w

o Continuita di /(-) (serve f € L?)

lv) = Jqfv

(v) = (F,v)ee < Iflle2 lIvile < [[flle2 [[vilie
(= C=Ifll2)

Vv eV
Vil 2<llvil4

[m]

=
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= Jo k(X)VV-Vw + [or(x)vw  v):= [ofv

o Continuita di £(-) (serve f € L?)
() = (F V) < |Iflllivile < [flle vl vveV
—_———

Vil 2 <l

(= G= Hf”LQ)
e Continuita di a(-, -

vw|<‘/ x)Vv- Vw)+‘/ VW‘

()N, ¥w) 2| + [(V(x)v, w) 2|
S max [k(X)| [ Vv 2l Y wl| 2 + max [y (x)| [Iv] 2llw] .2
< max [k(x)| [[v][1]lwllx + max [y (x)] [[v][]/wi[x
— —

Kimax “Ymax

= {kmax + Ymax} | v[[1]|w]|1 (M = {kmax + Ymax})
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= Jo k(X)VV-Vw + [or(x)vw  v):= [ofv

e Continuita di /() (serve f € L?)
() = (F V) < |Iflllivile < [flle vl vveV
—_———

Vil 2 <l

(= G= Hf”LQ)
e Continuita di a(-, -

vw|<‘/ x)Vv- Vw)+‘/ VW‘

(X)Vv, Vw) 2| + |(v(x)v, w) 2]
S max |k(x)| [|Vv]| 2| Vwl| 2 + max [y(x)] [[v] 2] wl] 2
< max k()| [lv]|1flwl[x + max [y (x)[ [Iv]|l2]lw]]x
—_—— —_——
Kimax “Ymax

= {kmax + Ymax} | v[[1]|w]|1 (M = {kmax + Ymax})

(Questo vale se max |k(x)| e max |y(x)| sono finiti)
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e Ellitticita di a(-, -):

a(v.r) = [ KGOV + [ 5002
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e Ellitticita di a(-, -):
alv,v) = X VV2 + X V2

Per continuare, serve k(x) positiva, non solo limitata, e v(x) non negativa.
Quindi le ipotesi sui dati sono:

0 < kmin < k(K) < Kmax s 0< Yo < W’(K) < Ymax
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e Ellitticita di a(-, -):
alv,v) = X VV2 + X V2

Per continuare, serve k(x) positiva, non solo limitata, e v(x) non negativa.
Quindi le ipotesi sui dati sono:

0 < kmin < k(K) < kmax s 0< Yo < ’Y(K) < Ymax
Se v(x) > 70 > 0 possiamo prendere o := min{kmin, 70} € avere

a(v, v) = kninl[ V1§ + 0l vI[§ > min{kmin, 0} VI
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e Ellitticita di a(-, -):

a(v.r) = [ KGOV + [ 5002

Per continuare, serve k(x) positiva, non solo limitata, e v(x) non negativa.

Quindi le ipotesi sui dati sono:
0 < kmin < k(X) <kmax 5> 0<90 < (%) < Ymax
Se v(x) > 70 > 0 possiamo prendere o := min{kmin, 70} € avere
a(v,v) 2 kuinl[ V][5 +0llv[I§ = min{kmin, v0} VI3

Se invece 7o = 0 si usa I'equivalenza delle norme tramite la
disuguaglianza di Poincaré:

kmin

a(v V) > kmln“vaO = C2 H Hl “= C,% +1
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Quindi, se i dati f, k(x), v(x) verificano le ipotesi

fel?Q)
0< kmin < k(ﬁ) < kmax
0 <7 <9(X) < Ymax

tutte le ipotesi del Lemma di Lax-Milgram sono verificate, e dunque
(PV)4 ha una ed una sola soluzione u € V, e inoltre

HfHo
[ullv
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Esercizio: cambio di norma in V

Nello spazio V' si potrebbe scegliere come norma ||v|v = ||Vv]|o,

equivalente alla ||v||1 e si dovrebbe verificare il lemma di Lax-Milgram con
la nuova norma.

e Continuita di a:

a(v, w) < kmax|| Vv oIV wllo 4+ Ymax|| vilol| wllo

per Cauchy—Schwarz
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Esercizio: cambio di norma in V

Nello spazio V' si potrebbe scegliere come norma ||v|v = ||Vv]|o,

equivalente alla ||v||1 e si dovrebbe verificare il lemma di Lax-Milgram con
la nuova norma.

e Continuita di a:

a(v, w) < kmax|| Vv oIV wllo 4+ Ymax|| vilol| wllo

per Cauchy—Schwarz

< kmax |2V ([0l wlo + Ymax CB IV v |o| |V wllo

per Poincaré
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Esercizio: cambio di norma in V

Nello spazio V' si potrebbe scegliere come norma ||v|v = ||Vv]|o,

equivalente alla ||v||1 e si dovrebbe verificare il lemma di Lax-Milgram con
la nuova norma.

e Continuita di a:

a(v, w) < kmax|| Vv oIV wllo 4+ Ymax|| vilol| wllo

per Cauchy—Schwarz

< kmax |2V ([0l wlo + Ymax CB IV v |o| |V wllo

per Poincaré

= (kmax + Ymax CB}IVv[|o [ Y wllo
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Esercizio: cambio di norma in V

Nello spazio V' si potrebbe scegliere come norma ||v|v = ||Vv]|o,

equivalente alla ||v||1 e si dovrebbe verificare il lemma di Lax-Milgram con
la nuova norma.

e Continuita di a:
a(v, w) < kmax|| Vv oIV wllo 4+ Ymax|| vilol| wllo
per Cauchy—Schwarz

< kmax |2V ([0l wlo + Ymax CB IV v |o| |V wllo

per Poincaré

= (kmax JF’YmaxC,E%}HZV”OHYWHO =M= kmax + “/maxC[%
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Esercizio: cambio di norma in V

Nello spazio V' si potrebbe scegliere come norma ||v|v = ||Vv]|o,

equivalente alla ||v||1 e si dovrebbe verificare il lemma di Lax-Milgram con
la nuova norma.

e Continuita di a:

a(v, w) < kmax|| Vv [0l Vwllo + Ymax|[vilo]wllo

per Cauchy—Schwarz
< kx| v[lo[| w0 + max CB Vv [[o[ VW o

per Poincaré

= (kmax ""YmaXCFZ’}HZVHOHZWHO = M = kmax + “/maXC,%
e Ellitticita di a:

a(v,v) > knin(Vv, Yv)o +70(v, v)o > kmin|[ Y VI3 (ov = kmin)
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Esercizio: cambio di norma in V

Nello spazio V' si potrebbe scegliere come norma ||v|v = ||Vv]|o,

equivalente alla ||v||1 e si dovrebbe verificare il lemma di Lax-Milgram con
la nuova norma.

e Continuita di a:

a(v, w) < kmax|| Vv [0l Vwllo + Ymax|[vilo]wllo

per Cauchy—Schwarz

< kmax |2V ([0l wlo + Ymax CB IV v |o| |V wllo

per Poincaré

= (kmax ""YmaXCFZ’}HZVHOHZWHO = M = kmax + “/maXC,%
e Ellitticita di a:

a(v,v) > knin(Vv, Yv)o +70(v, v)o > kmin|[ Y VI3 (ov = kmin)

e Continuita di ¢:

((v) = (f,v)o < Ifllollvllo < CrlIfllo[[Vvilo (G = Crlifflo)-

Le ipotesi sono verificate, semplicemente con le varie costanti diverse.
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Esistenza e unicita della soluzione di (ES1,) (—Au=1f inQ, u=gsuTl)
Ricordiamo la formulazione variazionale di (ES1,):

trovare u € H;(Q) ={ve H(Q) tc. v=gsul} tale che
PV)$
(PV): /yu-yv:/ fv VveH Q)
Q Q

«O> «F>r «=» «E» Q>



Condizioni di Dirichlet non-omegenee

Esistenza e unicita della soluzione di (ES1lg) (—Au=1finQ, u=gsuTl)

Ricordiamo la formulazione variazionale di (ES1g):

trovare u € Hgl(Q) = {ve HY(Q) tc. v=gsuTl} tale che

(PV)§ !
/VU-VV:/fv Vv € Hy ()
Q Q

NOTA: lo spazio trial dove si cerca la soluzione, che qui & HX(Q), non &
uno spazio vettoriale lineare, e inoltre & diverso dallo spazio test H3().
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Condizioni di Dirichlet non-omegenee

Esistenza e unicita della soluzione di (ES1lg) (—Au=1finQ, u=gsuTl)

Ricordiamo la formulazione variazionale di (ES1g):

trovare u € Hgl(Q) = {ve HY(Q) tc. v=gsuTl} tale che
PV)§
(PV) /vu-vv:/fv Vv € H Q)
Q Q

NOTA: lo spazio trial dove si cerca la soluzione, che qui & HX(Q), non &
uno spazio vettoriale lineare, e inoltre & diverso dallo spazio test H3().
Per utilizzare il Lemma di Lax-Milgram bisogna procedere cosi :
supponiamo di conoscere esplicitamente una funzione (qualsiasi!) di
H2(€). La nostra incognita u potra quindi essere scritta come u = u; + Ug
dove ug & nota (I'abbiamo scelta noi) e ug € H}(R) diventa la nostra
nuova incognita.
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u=ug+up, Ug€ Hgl(Q) & nota, e up € H}(Q) & incognita

Con questa notazione il problema (PV)$ diventa

trovare up € H}(Q), tale che:
PV)§
(PV) /QVuo~Vv=/va/QVug~Vv Vv € H3(Q)

La differenza rispetto al caso omogeneo (PV); & solo nel secondo
membro, che qui risulta essere

(W= [ fv— [ Tu-wv
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Uv) = Jqfv — JoVug - Vv.




Uv):= [ofv — [qVug - Vv.

Usando in V := H}(2) la norma ||v|lv = || Vvl si ha:

()| <| /Q Fl+| /Q Vg - Yv] < | Flollvlio + 2 uglloll T vlo

Cauchy-Schwarz

< [1FloColl¥vllo +IZug o2V llo = (I1FlloCo+ [ uglo) Ivilv

Poincaré G

Il trattamento di a(-, -) resta identico.
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(ES2g) —Au+u=f

in QCR?

u
- r
an g su

«O> «F>r «=» «E» .




(ES2¢) —Autu=f i

in QcCR?
Ricordiamo la formulazione variazionale di (ES2;)

trovare u € H*(Q), soluzione di:

(PV)§ 1
/Vu Vv+/uv—/fv+/ gv VveH(Q)
002

«O> «F>r «=» «E» Q>

u
g r
9, =& U




Esercizio: condizioni di Neumann non omogenee

(ES2;) —Au+u=f in QCR? %:g su T
n

Ricordiamo la formulazione variazionale di (ES2g):

trovare u € H , soluzione di:

(PV)5 1
/Vu Vv+/uv—/fv+/ gv VYveH(Q)
o

L'unica cosa che cambia rispetto a (PV); € il termine noto. Si ha:

v)\S’/fv —&—’/ gv
Q o0

< (Il + € lgllizqomy ) IVIIv

G

< [fllz@llvliz) + gl llviiezon)

Cauchy-Schwarz

Richiesto atto di fede: |[v[|;2(s0) < CllV|H1(q)
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