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1. Introduzione

Si presenta qui un riassunto di risultati recentemente ottenuti dagli autori per il
trattamento numerico delle equazioni di continuita della corrente, equazioni che nascono
in problemi di simulazione di dispositivi a semiconduttore. Dopo uno ”scaling” oppor-
tuno e con alcune ipotesi semplificatrici, tale problema puo essere modellizzato nel modo
seguente:

(’AY = q—p+D in Q C R?
—div(Np+pVy) = R in Q
Vyq

(1.1)
—div(VNg—qVy) = R inQ

\ + condiziont al bordo.

dove p e q sono densita di cariche positive e negative rispettivamente, ¢ ¢ il potenziale
elettrico, R e il termine di generazione- ricombinazione, che dipende, in generale, in
modo non lineare da p, ¢ , e V4, ed [ (lunghezza di Debye) & in generale molto piccola.

Una quantita fisica di importanza primaria ¢ la densita di corrente. Essa e data da:

J, = —Np—pYi (1.2)

per le cariche positive, e da
J, = Vqg—qV (1.3)

“q
per le cariche negative. Il sistema (1.1) costituisce quello che viene chiamato il modello
di van Roosbroeck [16]. Un primo problema che si presenta a livello della simulazione

numerica e 'accoppiamento delle equazioni, di tipo non lineare. Per la linearizzazione

vengono solitamente utilizzati procedimenti iterativi che sono varianti del metodo di
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loro la seconda e la terza equazione di (1.1), ci limiteremo ad affrontare solo la seconda
equazione, relativa alle cariche positive, che riscriviamo qui per comodita con condizioni

ai limiti di tipo abbastanza generale.

( Trovare p € H'(Q2) tale che
—div(VNp+pVy) = R in Q

p =g sulyCoR

dp 0
~ on T Pon

=0 suly =00\

Le difficolta relative alla discretizzazione di tale equazione nascono dal fatto che, in molte
applicazioni, V1| puod essere piuttosto grosso in alcune zone di 2. Quindi (1.4) diventa
un’equazione di diffusione-trasporto a trasporto dominante, e schemi di discretizzazione
classici non funzionano. Inoltre, poiche la corrente e la quantita fisica piu rilevante del
problema, e preferibile trovare metodi ad-hoc che conservino la corrente. Per problemi
unidimensionali, uno schema molto efficiente ¢ lo schema di Scharfetter-Gummel [15],
in quanto fornisce una soluzione p molto accurata, ed inoltre conserva la corrente. Per
il trattamento numerico di problemi bidimensionali, esistono in letteratura vari metodi
che tentano di estendere lo schema di Scharfetter-Gummel. Ricordiamo ad esempio
[12],[13], [2], [10], [5], [11]. Descriviamo qui alcuni schemi, recentemente introdotti ed
analizzati in [3],[4],[7],[8], basati su metodi misti di exponential fitting. Questi metodi,
applicati al caso unidimensionale, riproducono lo schema di Scharfetter-Gummel, ed

inoltre hanno la proprieta di garantire una corrente continua.

Tratteremo discretizzazioni di (1.4) assumendo che 1) e ¢ siano note. Inoltre, si
suppone che 1 sia lineare a tratti. Usando il classico cambiamento di variabili dalla

densita di cariche p alla variabile cosiddetta di Slotboom p



1.6
p = X o el,[)g SU FO ( )
0
8—2 =0 sul'r
e la corrente e data da:
— — -
lp =.J = —-e"Vp. (1.7)

Durante il procedimento iterativo di soluzione del sistema (1.1) I’equazione (1.6) viene
solitamente linearizzata in modo da diventare:

( Trovare p € H'(Q) tale che
—div(e™"NIp) + ¢cp = f in Q

1.8
) p = x = e¥qg suly (18)
0
\ 8—2:0 su I’y

Nell’equazione (1.8) f & una funzione indipendente da p, e ¢ & una funzione non negativa
indipendente da p, che si puo supporre costante a tratti. L’idea ¢ di discretizzare (1.8)
con elementi finiti misti, tornare alla variabile originaria p tramite un’opportuna versione
discreta della trasformazione (1.5), ed infine risolvere in p.

Dal punto di vista algebrico, questa classe di schemi produce, nell’incognita p,
una matrice simmetrica e definita positiva. Quando si applica 'inversa della trasfor-
mazione (1.5) per tornare all’incognita originaria p, la matrice corrispondente non &
pit, in generale, ne simmetrica, ne definita postiva. La sola proprieta che & conservata
passando dall’incognita p all’incognita p ¢ quella di essere una M-matrice. Inoltre, tale
proprieta garantisce un principio di massimo discreto: in particolare, la soluzione & non
negativa se i dati sono non negativi. Conseguentemente, non si introducono instabilita
nella soluzione del sistema di van Roosbroeck completo. Nel caso ¢ = 0, ’elemento di
Raviart-Thomas [14] di grado pit basso fornisce una matrice che ¢ una M-matrice se la
decomposizione & di tipo debolmente acuto (ogni angolo di ogni triangolo & < 7/2), [3],
[4]. Sfortunatamente questo non & piu vero per ¢ > 0. Per questo sono stati recente-
mente introdotti in [7],[8] due nuovi elementi che garantiscono la proprieta di M-matrice

per ogni ¢ > 0, sempre nell’ipotesi di una triangolazione di tipo debolmente acuto.
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stessa.

2. Discretizzazione

Ricordiamo la formulazione mista di (1.8). Sia T}, una decomposizione regolare di
Q2 in triangoli T [6], e sia Fj, I'insieme dei lati [ di T}, (si suppone che 2 sia un poligono).
Assumiamo ora che 7 sia una funzione vettoriale regolare all’interno di ogni triangolo

T, ed eventualmente discontinua alle interfacce. Scriviamo poi (1.7) come:
e*J + VYp = 0. (2.1)

Moltiplicando (2.1) per 7, integrando su un triangolo T ed applicando la formula di

Green si ottiene:

/e”’i-zdmdy —/divzpda:dy +/ pT-nds=0 . (2.2)
T T aT

Sommando su tutti i triangoli T si ha:

/ewi-zdacdy —Z/dz’vzpdmdy +Z/ pr-nds=0 . (2.3)
Q T /T T JoT

D’altra parte, sostituendo (1.7) in (1.8) si ottiene:
divJ + cp = f . (2.4)

Questo implica che:

ET: /T div Jpdzdy + ¢ /Q pbdrdy = /Q Fodzdy (2.5)

per ogni funzione ¢ regolare in ogni T. Infine, la continuita della componente normale

di J agli interelementi implica:

Z/(?Tui-@ds:() (2.6)
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(2.3), (2.5) e (2.6), possiamo individuare tre tipi di incognite e funzioni test:
i ) Funzioni vettoriali, regolari in ogni T: J e 7;
ii ) Funzioni scalari, regolari in ogni T: p e ¢;
iii) Funzioni scalari, regolari su ogni lato I: p e p.
Per convenienza sara opportuno chiamare diversamente la variabile p quando essa appare

come variabile agli interelementi Ej; definiamo dunque:
Ai=p su Ey, . (2.7)

Conseguentemente, abbiamo un problema variazionale in tre incognite, che riscriviamo

in forma compatta:

( /ewi-zdxdy —Z/divzpdxdy —l—Z/ AMT-nds=0 Vr
Q T /T T JoT
> / div J ¢pdxdy + c / ppdrdy = / fodzdy Ve (2.8)
T JT Q Q

Z/ pd -nds =0 Vi

dove J e A sono legate a p mediante (1.7) e (2.7).

A

La nostra formulazione mista ¢ basata su (2.8). Per descriverla dobbiamo scegliere
tre spazi di dimensione finita per discretizzare .J, p, e A. Definiamo, per ogni T€ T,
tre insiemi polinomiali: X(T) (spazio di vettori), P(T) e R(OT), (spazi di scalari).
L’insieme delle restrizioni di 4 € R(9T) a un lato [ & indicata con R(l). Supporremo
inoltre, ovviamente, che se | = 9T, N 9Ty, allora R(l) = R(0T1); = R(9T3);. Quindi

costruiamo i nostri spazi di elemeneti finiti nel modo seguente:
Vi = {re[LXQ)] : ryp € S(T), VT € Ty}, (2.9)
W, = {¢€L*Q): ¢ € P(T) VT € T}, (2.10)

Ane = {p€ L*(Ep) :py € R(1) VI € By, ; /(u —&)ds=0VlCTy}, (211)
A

dove £ & una qualunque funzione data di L2(I'g). Nella pratica si faranno due scelte per

&: & = x per imporre le condizioni di Dirichlet sulla soluzione discreta Ap, e £ = 0 per
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_ / e¢lh-zd$dy—2/ divzphda:dy—f—z MT-nds=0 1€V,
Q T JT T Jor
4 . (2.12)
> | div gy, ¢dzdy +c | pupdwdy = | fodudy ¢ €W,
T JT Q Q
Z/ pdy -nds = 0 B € Apo.
| T Jor

I1 problema (2.12) non avra, in generale, una soluzione unica, a meno che le scelte di
X(T), P(T) e R(OT) soddisfino opportune condizioni di compatibilita. In particolare,
come dimostrato in [7], le seguenti tre condizioni sono sufficienti a garantire ’esistenza

di un’unica soluzione (J;,, pn, An) di (2.12):

(H1) dim ( div (3(T))) = dim P(T) ;

(H2) ~o(P(T)) C R(OT) (v0 := operatore di traccia su OT);

(H3) V¢ e P(T), Vue€ R(OT) tc |[Vollor+|uloor# 0 IreX(T) :
/szqsda; +/ pt-nds £ 0

oT

Per le stime dell’errore si rimanda, per esempio, a [7] e alla bibliografia ivi citata. Esempi
di scelte di ¥(T), P(T) e R(OT) che soddisfano (H1) — (H3) saranno date nel paragrafo
successivo. Ci concentriamo ora sull’analisi degli aspetti algebrici del sistema (2.12).

Mantenendo le notazioni J,, pp, A, per i vettori dei valori nodali delle funzioni cor-
rispondenti, il sistema lineare associato a (2.12) puo essere scritto in forma matriciale

come segue:

A -B C J, 0
—-B* —cD 0 Ph = —F | . (2.13)
C* 0 0 Ah 0

La matrice in (2.13) non & definita positiva. Tuttavia A & diagonale a blocchi (ogni
blocco corrisponde a un singolo elemento T) e puo essere facilmente invertita elemento
per elemento. Quindi la variabile J;, puo essere eliminata per condensazione statica,
dando luogo al nuovo sistema:

B*A™'B+c¢D —-B*A™(C Ph F

= , (2.14)
—C*ATIB CcrATIC An 0
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Ap, della forma:

MM, = R, (2.15)

dove M e R sono dati da:
M = C*A™'C — C*A™'B(B*A™'B+cD)™'B*A7'C | (2.16)
R = C*A™'B(B*A™'B+cD)'F | (2.17)

e M e simmetrica e definita positiva.
Per tornare all’incognita originaria p ricordiamo che A\, € un’approssimazione di p e

possiamo dunque usare una versione discreta della trasformazione inversa di (1.5):
Moo= (e¥)py. (2.18)

In (2.18) (e?)! & data lato per lato dalla media di e¥.La trasformazione (2.18) equivale
a moltiplicare le colonne della matrice M per il valore di (e¥)! sul lato corrispondente.

Il sistema finale nell’incognita py, € della forma:
Mp, = R. (2.19)

La matrice M non @ pil simmetrica, ma risulta essere una M-matrice se la matrice (2.16)
lo &, e questo & vero se la triangolazione & di tipo debolmente acuto e se gli spazi 3(T),
P(T) e R(OT) sono scelti in modo opportuno, come vedremo nel paragrafo seguente.

Nota . Come usuale nelle approssimazioni miste, il coefficiente e?¥ nella prima equazione
di (2.12) puo essere approssimato dalla funzione costante a tratti e¥ definita in ogni

triangolo T da:
— fT eV dxdy

eVip = “area(T) (2.20)



equazione di continuita della corrente, ci sono due valide ragioni che suggeriscono la
scelta di elementi di ordine basso: innanzitutto la scarsa regolarita del problema; se-
condariamente, la speranza di costruire una matrice finale M che sia una M-matrice.
Presentiamo in questo paragrafo esempi di elementi finiti che verificano le ipotesi astratte

(H1) — (H3), e sono indicati per 'applicazione a problemi di semiconduttori.

Esempio 1. La prima scelta ¢ data dagli elementi finiti misti di Raviart-Thomas di

ordine piu basso:

E(T) = span{(l,O),(O,l),(x,y)} (3'1)
P(T) = B(T) (3.2)
R(OT) = Py(dT) (3.3)

dove, come solito, Py(T) indica lo spazio dei polinomi costanti in T, e Py(9T) lo spazio
dei polinomi costanti su ogni lato di T.

Chiaramente questa scelta soddisfa le ipotesi (H1) — (H3), cosicche il problema (2.12)
ha una soluzione unica. Inoltre, si possono ottenere stime dell’errore ottimali per la
corrente J. Rimandiamo a [3], [4] per uno studio dettagliato di questo elemento in
questo contesto. Sottolineiamo che la matrice (2.16) associata alla scelta (3.1)-(3.3) &
una M-matrice soltanto nel caso ¢ = 0. Per conservare tale proprieta anche per ¢ > 0,
sono stati introdotti due nuovi elementi misti.

Esempi 2-3. Gli spazi X(T), P(T), e R(OT) sono costruiti come segue.

X(T) = span{(1,0),(0,1), (w1,w2)} , (3.4)
P(T) = Py(T) , (3.5)
R(OT) = Py(0T) . (3.6)

In (3.4), wy e wg sono polinomi in T da scegliersi opportunamente in modo da soddisfare
le ipotesi (H1) — (H3), e, al tempo stesso, in modo da produrre una M-matrice per ogni

valore non negativo di c.



1
I3

ds
ds

1
I3

J
i
I
/w1 dxdy = /wzdaﬁdy =0
N JT T

Le condizioni (3.7) individuano una varietd di dimensione uno; g puo essere scelto

arbitrariamente come un elemento di questa varieta. Per esempio, per fissare le idee, o
puo essere scelto come 1’elemento di norma minima, anche se altre scelte sono possibili.
Si puo verificare che le ipotesi (H1) — (H3) sono soddisfatte, e che inoltre la matrice
(2.16) corrispondente a questo elemento ¢ una M-matrice per ogni valore non negativo di
¢, se la triangolazione e di tipo debolmente acuto. Infine, facciamo notare che la scelta
(3.4)-(3.7) produce una corrente J;, debolmente continua. Infatti, poiche g € Apo
costante su ogni lato [, la terza equazione di (2.12) implica che il salto di .J;, -nsul e a
media nulla.

Seconda possibilita Sia o := (wi,ws) con wy, we € Pa(T). Scelto un lato [ di T,

costruiamo o tramite i seguenti gradi di liberta:

oy =0 [#1
| /wlda:dy = /wgda:dy =0
T T
/ g-rot (A1 Ay A3) dedy = 0 Ai 1 — esima coordinata baricentrica .
\JT

(3.8)

Come nel primo caso, (H1) — (H3) sono soddisfatte e la proprieta di M-matrice vale

per ogni ¢ > 0, se la decomposizione e di tipo debolmente acuto. Sottolineiamo che, in

questo secondo caso, la corrente J;, & continua su ogni lato. Infatti, poiche la componente

normale di J,; € costante su ogni lato, la terza equazione di (2.12) implica che J, -n &
continua su ogni lato.

|

Come previsto, gli schemi discreti nell’incognita p producono in modo naturale effetti

di "upwind”.
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